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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass

Iosa. Lahendamisaega on 30 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga tilesande oige ja lihtsustatud kujul vastus on véért Kood
2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta:
987 + 654 +321 —-876 —543 -210=...........

2. Kirjutises 2024+ asendatakse tirn ithe numbriga nii, et saadud viiekohaline
arv ei jagu 2-ga, 3-ga ega 5-ga. Leia koigi tdrni asemele sobivate numbrite
summa.

3. Neli vrappi ja kolm jooki maksavad kokku 7 eurot rohkem kui kaks vrappi ja
iiks jook kokku. Kui palju tuleb maksta, ostes neli vrappi ja neli jooki?

4. Uks poiss ja moned tiidrukud soid tiihjaks kreekeripaki, milles oli alguses
150 kreekerit. Sama ajaga, kui poiss soi 3 kreekerit, s6i iga tiidruk 2 kreekerit.

1
Kui palju oli tiidrukuid, kui poiss s6i kokku z koigist kreekeritest?



5. Ristkiilik on jaotatud 6 vdikseks ristkiilikuks. Neist 3 véik-

se ristkiiliku imbermd6dud on joonisel kirjutatud nen- | 8 10
de ristkiilikute sisse. Leia alumise parempoolse ristkiiliku |7 ?
imbermoot.

6. Joonisel on korvuti kaks vordhaarset kolmnurka,
mille alused asuvad iihel sirgel ja omavad tihist ots-
punkti. Uhe kolmnurga alusnurk ja teise kolmnurga
tipunurk on moélemad suurusega «. Joonisel ndida- W
tud kolmnurkade haarade vahelise nurga suurus on
70°. Leia a.

7. Arvteljel on margitud punktid A(20), B(24) ja C. Punkt C asub punktist A
kolm korda kaugemal kui punktist B. Leia punkti C koik voimalikud koordi-
naadid.



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

Iosa. Lahendamisaega on 30 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande oige ja lihtsustatud kujul vastus on véart
2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Kood

1. Arvuta:
20-24+24-22 _

oL

2. Numbrite
9876543210

vahele tuleb panna kolm plussmarki nii, et saadud avaldise vaértus oleks
vdiksem kui 1000. Leia see véartus.

3. Kolm naturaalarvu suhtuvad nagu 2 : 3 : 4 ja nende aritmeetiline keskmine
on 78. Leia neist kolmest arvust vihim.

2
4. Kevin vottis endale — karbis olnud mandariinidest. Liisa vottis karbist en-

dale koik tilejadnud mandariinid ning lisaks sai 8 mandariini Kevinilt. Pa-
rast seda oli Kevinil ja Liisal mandariine vordselt. Mitu mandariini oli algselt
karbis?



5. Koordinaattasandile on joonestatud réopkiilik ABCD, mille kolm tippu on
A(1;3), B(2;0) ja C(4;1). Leia ro66pkiiliku ABCD pindala.

6. Kolmnurgas ABC tdmmatakse nurgapoolitaja CL. On C
teada, et nurkade ACL ja CAL suuruste summa on
100° ning nurkade BCL ja BLC suuruste summa on
130°. Leia kolmnurga ABC suurima nurga suurus.

7. Mitu erinevat voimalust on sénas TOSIN tédhtede timberjirjestamiseks nii,
et tikski tdht ei oleks oma kohal ega naabertdhe kohal?



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass

Iosa. Lahendamisaega on 30 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande oige ja lihtsustatud kujul vastus on véart
2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Kood

1. Arvuta:
(789:3+789:6):(789:12) = ...........

2. Numbritest A, B ja C moodustatud kolmekohalise arvu korrutamisel tihe-
kohalise arvuga D on tulemuseks 2024. Leia numbrite A, B, C ja D suurim
voimalik summa.

3. Olgu a, b ja c positiivsed arvud. Arv a on 3 korda vdiksem summast b + c ja
3 korda suurem vahest b — ¢. Mitu korda on arv b suurem arvust c?

4. Kahes karbis on kokku 120 mustikat. On teada, et 20% iihe karbi mustikate
arvust on 9 vorra suurem kui 30% teise karbi mustikate arvust. Mitu musti-
kat on karbis, milles on mustikaid vihem?



5. Teravnurkse kolmnurga ABC koérgusel CL on mérgitud punkt K. On teada,
et |AB| = 12 cm ja |CK| = 6 cm. Leia nelinurga ACBK pindala.

6. Korvuti paiknevate vordhaarsete kolmnurkade
ABC ja BCD tipunurkade ACB ja BCD suu-
rused on vastavalt 40° ja 30°. Leia nurga BAD
suurus.

7. Arvud x ja y valitakse nii, et |x| = |x + y| = 9. Leia avaldise |x — y| koik
voimalikud vaartused.



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass

II osa. Lahendamisaega on 3 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Liitmistehtes
ABCD

+ ABC
20214

vastavad erinevatele tihtedele erinevad numbrid ja samale tidhele koikjal sa-
ma number. Leia numbrite A, B, C ja D summa.

2. Ritta kirjutatakse 2024 jarjestikust naturaalarvu. Neist suurim on vdhimast
8 korda suurem. Mitu numbrit 7 on selles reas kokku?

3. Ristkiiliku ABCD kiiljel AB pikkusega 5 cm valitakse punktid K ja L nii, et
punkt K on punktile A lihem. Kolmnurkade CKL, CLB ja AKD pindalad
on vastavalt 2 cm?, 2,5 cm? ja 3 cm?. Leia 16igu KL pikkus ja nurga CKL
suurus.

4. Ringjoonel on 5 ruutu A, B, C, D ja E. Uhte neist ruutudest
kirjutatakse arv 0 ja hakatakse seejarel modda ringjoont
péripdeva liikkuma. Igasse jargnevasse ruutu joudmisel kir-
jutatakse sinna eelmises ruudus oleva arvu ja ringjoone vii-
mati labitud kaarele mérgitud arvu summa ning kustuta-
takse arv eelmisest ruudust. Nii toimides tekib mingi aja
jarel olukord, kus mingisse ruutu kirjutatakse arv 2024. Leia koik voimalu-
sed, milline ruut see saab olla.




Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

II osa. Lahendamisaega on 3 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Emal oli poodi minnes kaasas ainult 1-euroseid ja 5-euroseid, kokku {ile 50
euro, kuid alla 100 euro. Kui ta tagasi tuli, oli tal raha 3 korda vdhem. Ta
pani tdhele, et tal oli jarel samapalju 5-euroseid kui enne oli 1-euroseid ja
samapalju 1-euroseid kui enne oli 5-euroseid ning rohkem raha polnud. Kui
palju raha ema poes &dra kulutas?

2. Korvuti paiknevate vordhaarsete kolmnurkade ABC ja BCD C

tipunurkadest ACB ja BCD esimene on teisest 2 korda suu-
rem. Nurga BAD suurus on 10°.
D

a) Leia kolmnurga ABC sisenurkade suurused. A 7
b) Kas nelinurga ABDC {imbermd06t on suurem, viiksem voi niisama suur

kui kolmekordse 16igu AC pikkus?

3. Jalgrattur soitis punktist A punkti B {ihtlase kiirusega 30 km/h. Punktist A
aga alustas 20 minutit pérast jalgratturi valjumist sditu auto, mis liikus sa-
ma teed pidi kogu aeg kiirusega 90 km/h. Kui auto joudis jalgratturile jarele,
pooras auto iimber ja sditis endise kiirusega tagasi punkti A. Pdrast 40 mi-
nutit kestnud peatust punktis A suundus auto endise kiirusega punkti B ja
joudis sinna jalgratturiga samal ajal. Leia punktide A ja B vaheline kaugus.

4. Ruudustikus mootmetega 7 x 7 on iihte nurgaruutu alguses kirjutatud arv 8.
Igal kdigul valib Juku tiihja tihikruudu, millega tihist kiilge omaval ruudul on
arv, ja kirjutab sinna tehtava kiigu jarjekorranumbri jagamisel 6-ga tekkiva
jaagijanaaberruudul oleva arvu summa, kusjuures naaberruudul oleva arvu
ta kustutab. Nii toimib Juku ménda aega, kuni pirast jarjekordset kdiku ta
Iopetab. Kui palju on erinevaid tihikruute, millesse Juku saab kéike sobivalt
valides kirjutada viimasel kdigul arvu 2024?



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass

II osa. Lahendamisaega on 4 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Martinil on 7 paari siniseid sokke, 7 paari punaseid sokke ja 7 paari rohelisi
sokke. Martin tahab need koik dra pesta oma 3 pesumasinaga. On teada, et
iga pesumasin s60b pestes dra koik rohelised sokid ja tdpselt iihe soki igast
punaste sokkide paarist; siniseid sokke iikski pesumasin ei s60. Leia, mitmel
eri viisil on voimalik sokid pesumasinate vahel dra jagada nii, et kehtiksid
koik jargnevad tingimused:

1) iga paari molemad sokid ldhevad samasse pesumasinasse;
2) igasse pesumasinasse ldheb iiks ja sama arv sokke;
3) iga pesumasin s66b iihe ja sama arvu sokke &ra.

Kaks jaotamise viisi loeme erinevaks siis, kui mones pesumasinas on mingit
varvi sokipaaride arv muutunud.

2. Teravnurkse kolmnurga ABC koérgused l6ikuvad punktis H. Kiirel BH vali-
takse punkt D nii, et |[BD| = |BA|, kiirel CH aga punkt E nii, et |CE| = |CA|.
Leia nurga DAE suurus.

3. ,Vanaisa, vanaisa, mis see on?“ , See on viike toru. Selle kaudu kulub bassei-
ni tditmiseks 3 tundi kauem kui suure toru kaudu.“ ,Vanaisa, vanaisa, aga
mis see on?“, See on suur toru. Selle kaudu tditub bassein 3 korda kiiremini
kui véikse toru kaudu.“ ,Aga vanaisa, vanaisa, kui kaua kulub basseini tdit-
miseks mdlema toru kaudu korraga?“ ,Sa, jonglane, dra pari pidevalt! Oled
mu surmani dra tiitidanud. Tee, et kaod!“

Kas lapselapsel on vdoimalik oma viimasele kiisimusele siiski vastus leida ja
kui jah, siis milline see on?

4. Positiivse tdisarvu k faktoriaaliks nimetatakse arvu k ja koigi temast vdikse-
mate positiivsete tdisarvude korrutist.

Leia koik positiivsed tédisarvud n, mille puhul esimese n positiivse tdisarvu
faktoriaalide summa on mingi tdisarvu ruut.



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Laos on ainult suhkrupakid massiga 1 kg, 2 kg ja 5 kg. Nendes pakkides on
kokku 2024 kg suhkrut. On teada, et pakkides massiga 5 kg on kokku sa-
mapalju suhkrut kui pakkides massiga 2 kg ning massiga 1 kg pakkide arv
erineb 55 vorra tilejadnud pakkide koguarvust. Mitu suhkrupakki on laos
kokku?

1
Iga varblane s66b 6 minutiga 5 tervest mannapakist ning iga tuvi 3 minu-

1
tiga 3 tervest mannapakist. Mitme sekundiga s66vad 20 varblast ja 24 tuvi

koos terve paki mannat?
Kumb arvudest 3 - 798 . 17290 ja 22% . 253190 on suurem?

Positiivset tdisarvu n nimetame eriliseks, kui arv 2024 on esitatav summana
kahest voi enamast erinevast tdisarvust, mis koik sisalduvad arvus ». Nii-
teks arv 1996 on eriline, sest 2024 = 1996 + 19 + 9.

Leia vdhim eriline arv.

Mdrkus. Arv ei saa alata nulliga, mistottu néditeks arvus 2006 olevad numbri-
te jarjendid 006 ja 06 ei tule arvuna arvesse. Samuti ei tohi numbreid vahele
jatta (naiteks 2006 ei sisalda arvu 206).

Ringjoonel keskpunktiga O valitakse mingid punktid A ja B. Olgu C punk-
ti A peegeldus raadiusega OB ristuvast sirgest, mis ldbib punkti O. On tea-
da, et ZOAB = 37°. Leia nurga OCB suurus.

Tunni- ja minutiosutiga seinakell nditab korrektset kellaaega. Vdike Juku vii-
dab, et kui peegeldada tunniosuti numbrilaua keskpunkti 1dbiva horison-
taalsirge suhtes ja minutiosuti numbrilaua keskpunkti ldbiva vertikaalsirge
suhtes, siis ei nditaks kell korrektset kellaaega. Tema kaksikvend Juhan aga
iitleb, et kui peegeldada tunniosuti numbrilaua keskpunkti ldbiva vertikaal-
sirge suhtes ja minutiosuti numbrilaua keskpunkti 1dbiva horisontaalsirge
suhtes, siis oleks kella ndit korrektne kiill. Kas kellelgi poistest voib olla 6i-
gus? Kui jah, siis mis kellaaega voib kell parajasti ndidata?

Miirkus. Kella néit on korrektne, kui see on voimalik digesti tootaval kellal
(see ei pea vdljendama parajasti diget aega).



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Uue kolmekditelise krimiponeviku ,Surnud mehe laip* teises kéites on 100
lehekiilge rohkem kui esimeses. Kolmanda koite 1 eksemplar ja teise koite
3 eksemplari sisaldavad kokku samapalju lehekiilgi kui teise koite 1 eksemp-
lar ja esimese koite 5 eksemplari. Peale selle on teada, et iihes kdites on sa-
mapalju lehekiilgi kui kahes tilejadnud koites kokku. Leia koik voimalused,
mitu lehekiilge voivad sisaldada kdik kolm kéidet kokku.

2. Karbis on 8 kohukest 2 sordist, kumbagi sorti kohukesi on vordselt. Mihkel
votab karbist juhuslikult 2 kohukest vilja. Kui suur on tdendosus, et vilja-
voetud kohukesed on erinevast sordist, kui iga kohuke satub viljavoetavate
hulka vordse toendosusega?

3. Leia suurim ja vdhim kiimnekohaline arv, mis sisaldab kdiki numbreid ning
jagub 11-ga.

4. 1eia avaldise \/2024 + 640v/10 — v/1000 viértus.

5. Teravnurkse kolmnurga ABC tippudest B ja C tommatud korguste alus-
punktid on vastavalt E ja F. Nurkade EBF ja ECF poolitajad 16ikuvad
punktis P.

a) Leia nurga BPC suurus.
b) Toesta, et |PE| = |PF]|.

6. Téhti ja Arvi kirjutavad tahvlile vastavalt tdhe- ja numbrijdrjendeid. Tdhti
tahab koostada eesti tdhestiku 27 tdhest koikvoimalikud 5-tdhelised jérjen-
did, milles kaks tdishéilikut (a, €, i, 0, u, 0, &, 0, 1i) poleks korvuti ja kdige vii-
mane tdht poleks tépitdht (9, 4, 6, ii). Arvile meeldib viga number 3. Seetot-
tu soovib ta kirjutada Téhti jarjendist 3 korda pikemaid numbrijarjendeid,
kasutades vaid numbreid 1, 2 ja 3. Alati, kui Arvi jarjendis on 3-ga jaguva
jarjekorranumbriga kohal number 3, siis eelmisel ega jargmisel 3-ga jaguva
jarjekorranumbriga kohal number 3 olla ei tohi. Samuti tahab Arvi, et kui te-
ma jarjend lopeb 3-ga, siis viimase 3 numbri summa vdhim algtegur poleks
vaiksem kui 3. Kas Arvi kirjutatavate jarjendite arv on suurem, viiksem voi
niisama suur kui Tédhti kirjutatavate jarjendite arv?



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Leia koik reaalarvud k, mille korral vorrandil
(k+1)x* +90kx + k* =0

leidub tépselt iiks reaalarvuline lahend x.

2. Miéngur veeretab korraga 3 ithesugust tdringut. Igal tdringul saab tulemu-
seks olla 1, 2, 3, 4, 5 voi 6 silma. Mitu erinevat tulemust (silmade arvude
kolmikut) v6ib méangur saada? Tulemused, mis erinevad tdringute jarjekor-
ra poolest, loetakse samaks.

3. Artur kirjutab tahvlile koik naturaalarvud 1 kuni 2023. Seejarel on tal voi-
malik teha kahte tiitipi kdike. Esimest tiilipi kdigu korral valib ta tahvlilt su-
valised arvud x ja y, kustutab need ning kirjutab tahvlile arvu x° + y. Teist
tlitipi kdigu korral valib ta tahvlilt suvalised arvud x ja y, kustutab need ning
kirjutab tahvlile arvud 32x + 7y* + 2y ja 59y — 7y? — x. Kas Arturil on véima-
lik esimest ja teist tiilipi kdike vabalt valitud jarjestuses kasutades saavutada
olukord, kus ainsana on tahvlile jddnud mingi positiivne arv, mille viimased
neli numbrit on 2024?

a ¢ e
4. Juku teostas oigesti murdude liitmistehte 5 + i ?, kusjuures arvud

a, b, c,d,e, f onkoik positiivsed. Kas on voimalik, et tehe jadb 6igeks ka siis,
kui igas murrus lugeja ja nimetaja dra vahetada (st kas on voimalik, et ka

vordus — + — = = on toene)?
a ¢ e

5. Kolmnurgas ABC tdmmatakse mediaan AK. Kas voib kindlalt viita, et me-
diaani AK pikkus on vdiksem kui:

a) kiilgede AB ja AC pikkuste aritmeetiline keskmine?
b) kiilgede AB ja AC pikkuste geomeetriline keskmine?

6. Tasandil méargitud n sirget16ikuvad kokku k erinevas punktis Py, ..., Pi. Té-
histagu p; punktis P; 16ikuvate margitud sirgete arvu. Toesta vorratus

pf+...+pis2n(n—1).



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHbili Typ 7 knacc

Tuacme. Bpems, omeodumoe 015t pewierust: 30 MUHym.
Ha amom nucmpe Hanucams moibko 0meembt, 015 peuie-
HUsL MOXHCHO UCNONb308AIMNb OONOAHUMENLHYIO BYyMazy.
BepHhubtil u 8 ynpowénnom sude omeem kadicooti 3adauu
daém 2 barna.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE MAMEPUALbL UL dJeK-
MpoHHble NPUOOPLL He Pa3petleHbl.

Koo

1. BeIUMCIUTE:

987+ 654 +321 -876 -543-210=...........

2. B3amucu 2024 * Hy;KHO 3aMEHUTD 3BE€3J0YKY OTHOU (POt TaK, YTOOHI IT0-
JIy4eHHOe IIATU3HAYHOe YMCJIO0 He JIeJINJI0Ch Ha yucia 2, 3 u 5. Haiitu cymmy
BCEX TaKUX UMD, KOTOPBIMUA MOKHO 3aMEHUTD 3BE3IOUKY.

3. UersIpe COHJBUYA ¥ TPU HAITUTKA BMECTE CTOSIT HA 7 €BPO OOJIBIIIE, YEM CTOSIT
JIBa COHJBUYA U OJUH HAIUTOK BMecTe. CKOJIBKO BCETro HYKHO 3aIlJIaTUTh IIPU
TOKYIIKE YeThIpeX CIHJBAYEH U YeThIpeX HaIIUTKOB?

4. OnuH MaJIBYMK U HECKOJIBKO JIEBOYEK CKYIIIAIH [IEJIYIO IIa4YKy KPEKEPOB, B KO-
TOpPO# M3HAYaILHO Ob1I0 150 KpekepoB. 3a TO BpeMs, 3a KOTOPOEe MaTBIUK
chenas 3 Kpekepa, Kakaasi [eBOYKa chefana 2 Kpekepa. CKOJIbKO BCETO Jie-

BOYEK Kylllajii KPEKePhbI, €CJIU MaJIbUYUK CheJl g 4acCThb BCeX erKepOB'.2



5. IIpsAMOyroJIbHUK ITOJeJIeH Ha 6 MaJleHbKUX IIPSIMOYTOJIbHU-
KOB. BHyTpH 3-X MajIeHbKUX IPAMOYTOJBHUKOB 3allMCaHbl | 8 10
UX IIEpUMETPBI. HaliTy IIepuMeTp KpaiHero cipaBa HUKHe- | 7 ?
T'0 MaJIEeHbKOT'0 IIPSIMOYTOJIbHUKA.

6. Ha pucyHnke nBa paBHOOEIPEHHBIX TPEYTOJBHIKA, Y
KOTOPBIX IMEETCs1 00111asI BEPIIINHA, 1 OCHOBAHUSI KO-
TOPBIX JIESKAT HA OHOU MPSIMOIA. B OTHOM M3 HUX Be-
JINYMHA yIVIa P BepIINHe paBHA &, a B IPyTOM Be- w
JINYMHA yIIa IPU OCHOBAHHUH PaBHA (. YKa3aHHBIN
Ha PUCYHKE YroJI MesKIy OOKOBBIMY CTOPOHAMHY 9THUX TPEYTOJIbHIUKOB UMEET
Beamumny 70°. Haiitu «.

7. HauwucoBoii ocu o003HaueHbl Touku A(20), B(24) u C. Touka C HaxoguTCs B
TpU pasa JaJblile OT TOUKU A, ueM OT TouKU B. HaiiTu Bce BO3MOYKHBIE KOOP-
ITuHATBI TOYKHU C.



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHbili Typ 8 knacc

Tuacme. Bpems, omeodumoe 015t pewierust: 30 MUHym.
Ha amom nucmpe Hanucams moibko 0meembt, 015 peuie-
HUsL MOXHCHO UCNONb308AIMNb OONOAHUMENLHYIO BYyMazy.
BepHhubtil u 8 ynpowénnom sude omeem kadicooti 3adauu
daém 2 barna.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE MAMEPUALbL UL dJeK-
MpoHHble NPUOOPLL He Pa3petleHbl.

Koo

1. BeIUMCIUTE:
20-24+24-22

oL e

2. Meskny nudp
9876543210

HY’KHO IIOCTaBUTh TPU 3HAKA IIJIIOC TAK, YTOOBI 3HAYEHUE IT0JTy9eHHOTO BbIpa-
JKeHUS OKa3aJIoCh MeHbIne yrcsa 1000. HaiiTtu aTo 3Ha4YeHuUe.

3. Tpu HaTypa/IbHBIX YUCJIA OTHOCATCA Kak 2 : 3 : 4, a UX cpeJiHee apudmMeTnye-
CKoe paBHsieTcs yucay 78. HaliTu HauMeHbIIee U3 3TUX TPeX YhceJI.

2
4. Kouis 3abpas cebe 3 OT BCEX MMEBIIIMXCS B KOPOOKe MaH/IapuHOB. 3aTeM JIusa

3a6paJ1a cebe BCe OCTaBIIIUECS B Kop061<e MaHJapUWHBbI U e111e 8 MaHJapHuHOB OT
Koun. B peasyJakrarey Koun u JInasl 0kazanoch paBHOE KOJIMYECTBO MaHAapu-
HOB. CKOJIBKO MaHJIapHUHOB OBLII0 M3HAYAJIBHO B KopoGKe?



5. HaxkoopauHaATHOH IIOCKOCTH N306pakeH napasiesnorpamm ABCD, Tpu Bep-
mmHbI KoToporo A(1;3), B(2;0) u C(4; 1). HatitTu nuioiaas napasieiorpaMma
ABCD.

6. Brpeyronsuuke ABC npoBenena 6uccexkrpuca CL. 13- C
BEeCTHO, 4yTO cymMma BesauuuH ymioB ACL u CAL pas-
na 100°, a cymma Besmunn ywioB BCL u BLC pasna
130°. HaiiTy BeTMYMHY HAUOOJIBIIETO YIJIa TPEYTOJIb-
Huka ABC.

7. CKOJIBKO BCEro pa3jNyHbIX BO3MOKHOCTEH [1J1s1 IepeCcCTaHOBKYU OYKB B CJIOBE
TOSIN Tak, 4ToObI HU OfHA OyKBa He 0CTaIach Ha CBOEM MECTe U He OKasasach
Ha MecTe CoCeHeN C HEH OYKBBI?



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHbili Typ 9 knacc

Tuacme. Bpems, omeodumoe 015t pewierust: 30 MUHym.
Ha amom nucmpe Hanucams moibko 0meembt, 015 peuie-
HUsL MOXHCHO UCNONb308AIMNb OONOAHUMENLHYIO BYyMazy.
BepHhubtil u 8 ynpowénnom sude omeem kadicooti 3adauu
daém 2 barna.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE MAMEPUALbL UL dJeK-
MpoHHble NPUOOPLL He Pa3petleHbl.

Koo

1. BeIUMCIUTE:
(789:3+789:6):(789:12) = ...........

2. B pesysnbrare yMHOKEHHUsI COCTaBJIeHHOTO U3 Upp A, B u C TpexaHAYHOTO
4YKCcJIa Ha OJIHO3HA4YHOe YKcy0 D mostyvaercs unciao 2024. Haiitu HanboJib-
Y10 BO3MOKHYIO cymmy mup A, B, Cu D.

3. Ilycth a, b u ¢ noJIoKUTEIbHBIE Yncaa. YUC/I0 a B 3 pa3a MeHbIIIe CyMMEI
b + ¢, Ho B 3 pasa GoJibIlie pasHocTu b — ¢. Bo cko/bKo pas uncio b 60J1b-
11e yucsaa c?

4. B nByX KopoOkax BMecTe sarof Bcero 120 mryk. MidaBecTHO, 4T0 20% OT KOJIU-
JecTBa ATOM B OHOU KopobOke Ha 9 Gouibiite, yeM 30% OT KoJTMUYECTBA SAITOM B
Ipyroi KopoOke. CKOJIBKO BCETO SITOf B TOM KOPOOKe, I7ie MX MeHbIIe?



5. Ha Bricote CL ocrtpoyroJibHOro TpeyroinbHuka ABC obo3HadeHa Touka K.
W3BecTHO, uTo |AB| = 12 cm u |CK| = 6 cM. HaiiTu njionjaap 4eTbIpexyroJib-
Huka ACBK.

6. Hapucynke rpeyronsuuku ABC u BCD paBHo-
GenpeHHble. BeJIMYMHBI UX YIVIOB IPY BepIIMHAX
ACB u BCD pasnsbI coorBeTcTBeHHO 40° 11 30°.
Haiitu Besmmuuny yrna BAD.

7. Yucna x ¥ y BBIOPAHBI TaK, 4YTOOBI A€HCTBOBAJIM PaBeHCTRA | x| = [x + y| = 9.
HaiiTu Bce BO3MOYKHbBIE 3HAaYEHUA BBIPAYKEHUS |X — V|.



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHbili Typ 7 knacc

IT uacmo. Bpems, omeodumoe 045 pewlerusi: 3 uaca.
Pewenus 3a0au Hanucamuv Ha 0mMOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamoyHo 060CHO8AHHOe peuleHue Kaxcooll 3a0aiu
daém 7 bannos. Hanucams moavko omeem Hedocmamouro!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIEe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuierbl.

1. B meiicTBUM CJIOKEHUST
ABCD
+ ABC
20214

pasJIMYHBIM OyKBaM COOTBETCTBYIOT Pas3/IMYHbIe HU(PHI, 8 OTUHAKOBLIM OYK-
BaM Bcerja ofuHakoBble nudpsel. Haiitu cymmy udp A, B, Cu D.

2. Bpsapg3anucanu 2024 ocsienoBareIbHBIX HATypaIbHBIX yrcia. Hanbosbiee
13 3aIMCAaHHBIX YHCeJ OKa3aloch B 8 pa3 OoJblie HauMeHbIero. CKoJIbKO
BCero nu@p 7 3anucaay B 9TOM psiy?

3. B opsamoyroabauke ABCD nnvHa cropoHsl AB paBHa 5 cm. Ha cropone AB
BbIOpasiu Touku K u L Tak, yToObI Touka K Oblita OJirske Kk Touke A. [Tnomanu
TpeyrosabHUKOB CK L, CLB n AK D oka3a/uch paBHbI COOTBETCTBEHHO 2 cm?,
2,5 cm? u 3 eM? . Haiiu JgiuHy orpeska KL u Bemnuuny yria CKL.

4. Ha okpyskHOcTHU Jieskar 5 kBajgpaTtoB A, B, C, Du E. B onus us
9TUX KBaJPaTOB 3alMCHIBAIOT ynciIo 0, Iocse Yero HaunHa-
10T JIBUsKEHME BJ0JIb OKPYKHOCTH 110 YaCOBOU cTpeJike. Jlo-
OpaBIINCH JO KAXKIOTO CJIeAYIOIIero KBaapara, B HEro 3alu-
CBIBAIOT CYMMY [IBYX YMCeJI: YACJIa, 3AIIMCAHHOIO B IIPeAbINY-
LIWHA KBaJpart, ¥ YACJIa, yKa3aHHOI0 OKOJIO IIoC/IeJHel IIPOo-
IIeHHOH yry OKpy>KHOCTH. [Tocsie yero 3anucanHoe B IPeAbIIyIINi KBagpar
YHCJIO0 CTHPAIOT. [leficTBYsI TAKUM 00pa3oM, Yepe3 HEKOTOPOe BpeMsI B KaKOH-
TO KBaJpar 3alUChIBAIOT ynucao 2024. B kakoM KBajpaTre MOKET 0Ka3aTbCsa
yucsio 20242 HaiiTy Bce BO3MOKHOCTH.




71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHbili Typ 8 knacc

ITuacme. Bpewmsi, omgodumoe 0151 pewierus: 3 uaca.
Pewenus 3a0au Hanucamuv Ha 0mMOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamouro 060cHo8aHHOe peuieHue Kaxcooli 3adaiu
daém 7 6aanos. Hanucamo moJibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMeHHbIe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbIE NPUOOPbL
He paspeuierbi.

1. TIpwu BXO/ie B Mara3vH y MaMblI C COO0¥ OBIJIM TOJBKO 1-€BpOBBIE MOHETBI U 5-
€BpOBbIe KyIIOpkL. Beero y Hee ¢ co60ii 066110 60J1b111e 50 €Bpo, HO MeHbIIe 100
eBpo. BeIXo/is 13 MarasuHa, JIeHer y Hee 0CTaI0Chk B 3 pa3a MeHbIre. OHa 3a-
METHJIA, YTO Ha BBIXOJIE Y HEe OCTAIOCH 5-eBPOBBIX KYIIIOP CTOJIBKO K€, CKOJIb-
KO OBLJIO 1-eBPOBBIX MOHET IIPY BXOJIE, @ TAK)Ke Ha BBIXOJIE 1-eBPOBBIX MOHET
0CTaJIOCh CTOJIBKO K€, CKOJIBKO OBLIO0 5-eBPOBBIX KYIIOP IIpH Bxozie. HuKakux
JIPYTHUX JIeHeT y Hee He 0CTanock. CKOJIBKO JieHeT TOTpaTHIa MaMa B MarasnHe?

2. TIpo pacnoJsioskeHHble PsIOM paBHOOeIpeHHbIe TPeyTrOJIbHU- C
ku ABC u BCD usBecTHO, 4TO yroJ npu Bepimune ACB nep-
BOTO TPEYroJIbHUKA B 2 pa3a 0oJiblile yrvia ripu Bepiinae BCD
BTOPOTO TPEYTOJIbHUKA. Bemmumna yria BAD pasna 10°. D

. A
a) HaiiTu BeTMYMHBI BHyTPEHHUX yIVIOB TpeyroibHuKa ABC. B

0) Ilepumerp uderbipexyrosbHuKa ABDC 0oJbllle, MEHBIIIE U UMEET Ta-
KYIO jK€e BEJIMYUHY 110 CPAaBHEHUIO C TPOMHOU JyInHOM orpe3ka AC?

3. BesiocunenucT U3 TOYKH A B TOYKY B exaJ1 ¢ TOCTOSSHHOUM CKOPOCThIO 30 KM/ 4.
Uepes 20 MUHYT [TOCJIe Bble3/a BeJIOCUIIeJUCTA U3 TOUKU A, U3 TOH sKe TOUKU A
BBbIEXaJI aBTOMOOWIIb, KOTOPBIH JABUTAJICS 110 TOMY K€ IYTU U C IIOCTOSTHHON
ckopocThio 90 KM/4. B TOT MOMEHT, KOT[1a aBTOMOOMITH JOTHAJI BEJIOCHUIIE N -
CTa, OH pa3BePHYJICA U IT0eXasl 00pPaTHO B TOUKY A ¢ IIpeskHel ckopocThio. ITo-
cJie OCTAaHOBKU B TOUKe A, KoTopasi Jjiniachk 40 MUHYT, aBTOMOOUJIB C TOH sKe
CKOPOCTBIO IPOIOJIKUJI ABUKEHUE B TOUKY B 1 106paJics Tyia OJHOBPEMEHHO
¢ BejocunequcToM. HaiiTy yInHy IyTH 13 TOYKU A B TOUKY B.

4. B oHOU U3 yIVIOBBIX KJIETOK KJIE€TYATOU JOCKU padMepoM 7 X 7 U3Ha4daJbHO
3anucaHo uyucio 8. B kaxkapiii cBoii xon FOpa BeIOMpaeT OfHY IIyCTYIO KJIETKY
JIOCKH, KOTOpasi UMeeT OOIIYIO CTOPOHY C TON KJIETKOH, TJie 3allCaHO0 YHCJIO, U
3aIMChIBAeT B Hee CyMMY JIBYX YHCeJI: YU CJIa, 3aIIMCAHHOTO0 B COCeJHel KIIeTKe,
U OCTaTKa, KOTOPBIH IT0JIy4aeTCsl IIPH JeJIeHUU TOPSAIKOBOr0 HoMepa JAHHOIO
XOJ1a IpH JieJIeHnH Ha 9ucJIo0 6. ITocsie yero 3ammcanHoOe B IIPEAbIIYIIYIO KJIeT-
Ky umciio IOpa crupaer. Onucanssle xone! IOpa coBepiaeT HEKOTOpoe Bpe-
Ms, ¥ B KAKOM-TO MOMEHT I10CJIe OUepeIHOr0 X0ja OCTaHaB/IMBaeTcs. CKOIbKO
BCero Ha I0CKe Pa3JIMYHBIX KJIETOK, B KOTOPBIE IIPU IOAXOsIIeM Habope X0-
1oB IOpa MoskeT B pe3yJibrare CBOEro IocJ/ieJHero xoja 3anucarb ynuciao 20247?



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHbili Typ 9 knacc

IT uacmo. Bpems, omeodumoe 045 pewlenusi: 4 uaca.

1.

Pewenus 3a0au Hanucamuv Ha 0mMOesbHOM JUCTe.

Beproe u docmamoyHo 060CHO8AHHOe peuleHue Kaxcooll 3a0aiu

daém 7 bannos. Hanucams moavko omeem Hedocmamouro!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIEe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuierbl.

Y Muibl 661710 7 11ap CUHUX HOCKOB, 7 TIap KPACHBIX HOCKOB U 7 I1ap 3€JI8HbIX
HOCKOB. Mullla Xo4eT UX IOCTUPaTh B CBOUX 3-X CTUPAJIbHbBIX MalIuHax. V13-
BECTHO, YTO Ka’K/asl CTUpaJIbHAs MallliHa IIPU CTUPKE ChefaeT BCe 3eJIEHbIe
HOCKHU 1 POBHO OJJMH HOCOK M3 KasKI0H Iapbl KPACHBIX HOCKOB; CHHHE HOCKU
HU OJJHA CTUpa/IbHAsI MAIlIMHA IIPU CTUPKe He cbefaeT. HallquTe, CKOJIBKUMU
Pa3HBIMU CIIOCOOAMU BO3MOYKHO pACIpeiesIUTh HOCKU MesKAY CTUPAIbHBIMU
MaIIMHaMH TaK, YTOOBI BBITOTHAJINCE BCE CIeAYIOIINe YCIOBHSA:

1) oba HOCKA U3 KaKA0M Tapbl UAYT B OIHY U Ty sKe CTUPA/IbHYIO MaIIIUHY;
2) B Ka)KAYIO CTUPAJIbHYIO MAIIMHY UAET OJHO U TO 5Ke YHUCJIO HOCKOB;
3) kakas CTUpajbHAs MAIIMHA ChEAAET OHO U TO JKe YFICI0 HOCKOB.

,HBa BO3MOKHBIX pacClipeeJeHruA CHUTaeM pa3/JIMYHbIMU, €CJIN B KaKOM-TO U3
CTHUPAJ/JIbHBIX MAIIIH YK CJIO ITap HOCKOB KAKOT'0-TO IIBE€TAa OTJIMYa€TCA.

B ocTpoyronsHOM TpeyrosibHUKe ABC BBICOTHI IlepeceKaloTcs B Touke H. Ha
sgydye BH Ttouka D BbiOpaHa Tak, uyto |[BD| = |BA|, a na siyue CH BbIOpaHa
touka E rtak, yro |CE| = |CA|. Haittu Beuuuny yrina D AE.

«Jlemyiika, geIyIKa, 4To 9To Takoe?» «JTO MajieHbKasi Tpyba. YToObI HamoJ1-
HUTB OacceiiH uepes Heé, moTpedyeTcss Ha 3 4yaca 60JIbIIIE BpEMEH, YEM Uepes
OoJbIIyIO TPYOY.» «JleyIIKa, JeIylIKa, a 3TO YTO TAKoe?» «JTO O0JbIIas TPy-
6a. Uepes He€ OacceilH HAOJTHsIETCS B 3 pa3a ObICTpee, YeM Yepes MaJIeHbKYIO
TpyOy.» «JlemyIiKa, qeIyIika, a CKOJIbKO BpeMeHH TOTpedyeTcsi Ha 3arl0THEHNE
Oacceiina yepe3 00e TpyObl OqHOBpeMeHHO?» «ThI, TapeHb, He 3a7aBai MoCTo-
AHHO Bonpocs!! Thl MeHA 10 cMepTU yToMuUil. MicuesHu orcronal»

MoskeT JI BHYK Hal'TH OTBET Ha CBOM ITOCJE€JHUM BOIIPOC, U, €CJIU Ja, TO Ka-
KOI?

Dakmopuanrom TMOJIOKUTETLHOTO 11eJI0r0 Yrcjia k Ha3bhIBAETCs MPOU3Be/Ie-
HUe Yncja k U BCexX MOJIOMKUTEILHBIX UMCeJsl, MEHBIIINX K.

HaiiTu Bce oJs1oskuTe IbHBIE 11eJIble YUCa 12, JJIs KOTOPBIX cymMMa (haKkTopua-
JIOB 71 IIepBBIX HAaTypaJIbHBIX YK CeJ paBHA KBAIpary 11eJ10T0 YUCJIa.



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHblli Typ 10 knacc

Bpemsi, omeodumoe 015t peuteHusi: 5 4acos.
Beproe u docmamouro 060cHo8aHHoe peuierue kaxcooti 3adauu daém 7 6annos.
BcnomozamenvHble NUCLMEHHble MAMePUaLbl UL INeKIMPOHHblE NPUOOPbL He paspeuleHbl.

1.

Ha cknage ecTb TOTbKO MaKkeThI caxapa Maccoit 1 kr, 2 kr u 5 Kr. Bcero B aTux
makeTax cofepskurcs 2024 kr caxapa. MIaBecTHO, YTO B ITaKeTax Maccou 5 Kr
COIEP>KUTCSI CTOJIBKO JKe caxapa, CKOJIBKO U B IAKeTaX MacCoM 2 Kr, a KoJuJe-
CTBO ITAKETOB MAaccoi 1 Kr oT/inyaercs Ha 55 OT KOJIMY€eCTBa OCTATbHBIX ITaKe-
TOB. CKOJIBKO ITaKeTOB caxapa HaXOQUTCs Ha CKyane?

1
Kaskplit BopoOeli chenaer 3a 6 MUHYT I OT 11eJI0T0 TTaKeTa MAaHHOM KPYIIbI,

1
a KaKJIbIH royryob 3a 3 MUHYTBI 5 rakeTa. 3a CKOJIbKO ceKyH] 20 BOPOOBEB U

24 Tony6s1 ChenAT BMeCTe IeJIbIN TakeT MaHHOM KPYIIbI?

Kakoe u3 unces 3 - 798 . 17200 41 2296 . 253100 66,15, 1102

Ha30BEM ITOJIOKUTETHHOE IEJIOE YHUCJIO 1 0COOeHHbIM, ecaii aucyio 2024 npe-
CTaBMMO B BHJie CYMMBI IBYX WJIH O0Jiee Pa3IMYHbIX IeJIbIX YHUCeJ, KOTOphIe
BCce conepskarcs B unucie n. (Hanmpumep, urcao 1996 — ocobeHHOe, TOCKOJIb-
Ky 2024 = 1996 + 19 + 9.) HaiiTu HauMeHbIIIee 0COOEHHOE YUCJIO.
ITpumeuarue. I1cJI0 He MOKeT HAYMHATHCSI HA HOJIb, I09TOMY, HaIIpuMep, Ha-
xofsmmecs B yucye 2006 nocinenosaresbHocTd nudp 006 u 06 yncaamu He
cumTaorcs. Takske HeIb3s MPOITycKaTh HUMPHI B uncsie (Hanpumep, 2006 He
copepskutT uncio 206).

Ha oxpyskHocTu ¢ nerrpom O BbIOupatorcs Touku A u B. Ilycte C — orpa-
sKeHHe TOUKU A OTHOCUTEJIBHO IPSAMOM, NepleHauKyIApHoi paguycy OB u
npoxopsie yepes Touxy O. MsBectHo, uto ZOAB = 37°. Halitu Besuuuny
yrny OCB.

HacTeHHBIe Yachl C YaCOBOU U MUHYTHOH CTPeJIKaMU ITOKa3bIBAIOT KOPPEKT-
Hoe BpeMs. MajieHbKas 10151 yTBepsKIaeT, YTO eCJId 3ePKaJIbHO OTPa3UTh Ya-
COBYIO CTPEJIKY OTHOCHUTEJIbHO TOPU30HTAIBHOM IPAMOH, IPOXOJIAIel uepes
neHTp nudepobdsIaTa, a MUHYTHYIO CTPEJIKY — OTHOCUTEIbHO BEPTUKAIBLHON
MIPOXOJSAIIEN yepes eHTp 1udepbiara mpsMo, TO Yackl He OyIyT MOKa3bI-
BaTh KOppPeKTHOe BpeMs. A eé OpaT-0Jin3Hern I0pa yTBepsKIaeT, YTO ec/Iu 3ep-
KaJIbHO OTPA3UTh YACOBYIO CTPEJIKY OTHOCUTEJILHO IIPOXOsAlllell uepes HeHTP
nudepbIaTa BEpTUKAIBHOU IPAMOM, a MUHYTHYIO — OTHOCHUTEJIBHO ITPOXOIA-
el yepes meHTp udepodIaTa ropu3oHTATIBLHOM IPSIMOH, TO Yackl OYIyT I0-
KasbIBaTh KOPPEKTHOE BpeMsi. MOKET JIM KTO-TO U3 PedAT ObITh paB? Ecsmn
I1a, TO KaKoe BpeMs B JaHHBI MOMEHT MOTYT IIOKa3bIBaTh Yachl?
ITpumeuarue. BpeMsi Ha yacax KOppekmHo, eCJii OHO MO>KeT OBITh IT0JIyYeHO
Ha [IPaBUJIBLHO paboTaroImuxX yacax (He 00513aTe/IbHO, YTOOBI OHO COOTBETCTBO-
BaJIO TeKYIeMy BpeMeHHU).



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHblli Typ 11 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1.

Bo BTOpoM ToMe HOBOTO TPEXTOMHOT0 KPUMHHAIBHOTO TpuJiepa «Tpymn MepT-
Bema» Ha 100 GoJbIIIe CTpAHUIL, Y€M B IEPBOM. 1 9K3EMILJISIP TPETHEr0 TOMA 1
3 aKk3eMIlJIApa BTOPOTro TOMa CoJiepsKaT BMeCTe CTOJIBKO sKe CTPaHUIL, CKOJIBKO
1 3K3eMILIAp BTOPOIO TOMA U 5 3K3eMILIAPOB IepBOro. Takske U3BECTHO, YTO
B OIHOM TOMe CTOJIBKO YK€ CTPAHUI] CKOJIBKO B IPYTUX IBYX BMecTe. HaliTu Bce
BO3MOKHOCTH, CKOJIbKO CTPAHUIL MOKET COJepsKaTbCsA B TPEX TOMax BMeECTe.

B KOpoOKe HaXOAATCA 8 CBIPKOB 2-X COPTOB, IOPOBHY KAsK0r0 copTa. Muria
HayTraj TOCTAET U3 KOPOOKH 2 ChIpKa. KakoBa BEPOSITHOCTD TOTO, YTO BBIHY-
TBI€ CBIPKY OY/IyT pa3HbIX COPTOB, €CJIN KAKIBII CEIPOK MMEET PABHBIE ITAHCHI
OBITH BBIHYTHIM?

HaiitTi HanboJblllee ¥ HaUMeHbIIIee IeCSITU3HAYHOe YKCII0, KOTOPOe COonep-
SKUT Bce UQPbI U geautcs Ha 11.

Haittu 3Hauenwue Beipaskenus \/ 2024 + 640v 10 — v/ 1000.

IIycts E u F — ocHOBaHUS BBICOT, OIYIeHHbIX 13 BepmuH B u C, cOOTBeT-
CTBEHHO, B OCTPOYIroJIbHOM TpeyroJsibHruKe ABC. buccekrpucs! yrioB EBF u
ECF nepecekaiorcsi B TOUke P.

a) Haiitu Besinuuny yriia BPC.
0) Jlokasarb, uto |PE| = |PF]|.

Tansa 1 APTEM NUIIYT HA JOCKE MOC/Ie0BaTe/IbHOCTH OYKB U (P, COOTBET-
CcTBEHHO. TaHs X04eT COCTaBUTh U3 27 OYKB 3CTOHCKOTO ajaBHUTa BCE BO3-
MO’KHEIE 5-0OyKBeHHBIE IT0C/IeI0BaTeIbHOCTH, B KOTOPBIX HUKAKUE JIBe IIac-
HbIE (4, €, i, 0, U, 0, 4, 0, 1i) He CTOSAT PsAOM U camasi MOCJIeIHssI OyKBa He siB-
JsieTcst ymysiaytom (0, 4, 0, ). Aprémy oueHb HpaBurcs 1udpa 3. [Toaromy oH
XOYeT 3aIKcarh I0CAe0BaTeIbHOCTH IU(P B TPH pasda JIJIMHHEe, YeM y TaHu,
HCTOJIB3Ys TOJABKO UdpsI 1, 2 1 3. Kaskaplil pas, Korua B I10c/IeJ0BaTe/IbHO-
cty ApTéMa Ha TO3UIIUH C HOPSAIKOBBIM HOMEPOM, KpaTHbIM 3, cToUT udpa 3,
Ha IIpeAplayIeil 1 cienyollei Ho3uIUAX C TOPAAKOBBIM HOMEPOM, KpaTHbIM
3, mudpa 3 croATh He MOKeT. Takyke APTEM XOUET, UTOOBI €CJIN €T0 ITOCJIENO0-
BaTeJbHOCTh 3aKAaHYMBAETCs HA 3, TO HAUMEHBIINH IPOCTOM JEJIUTEb CyM-
MBI 3 nocsieqHUX HUdP ObLI He MeHblle 3. fIBjsAeTcs JIU KOJIMYeCcTBO IocjIe-
JoBaresIbHOCTEN ApTéMa 0oJIbllle, MEHBIIIEe MJIM PABHO KOJIMYECTBY IIOCJIEI0-
BaTeJIbHOCTEH, HalTMCaHHbIX Tanen?



71-a Onumnunaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

31 anBapst 2024 1. PervonanbHblli Typ 12 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1.

3.

HaiiTy Bce nelicTBUTeIbHBIE YKCIA k, TPU KOTOPBIX ypaBHEHUE
2 2 _
(k+1Dx“+90kx+ k“=0

“MeeT POBHO OJHO J1eICTBUTE/IHbHOE PeIlleHre X.

Hrpok 6pocaeT 0OfHOBPEMEHHO 3 OJMHAKOBBIX UTPAJIBHBIX KOCTH. Y KasKJI01
KOCTH pe3yJbTaToM MOKeT ObITh 1, 2, 3, 4, 5 nim 6 ouka. CKOJIBKO pasjiny-
HBIX PE3Y/IBTaTOB (TPOEK YKCes OYKOB) MOKET IOJYYUTh UTPOK? Pe3ysisrarhl,
OTJINYAIOIIHNECH TOJIBKO MOPSAIKOM KOCTeH, CUUTAIOTCS OMHAKOBBIMH.

ApTyp 3anmchIBaeT Ha AOCKY BCe HaTypaJbHbIe ynciaa oT 1 o 2023. 3arem y
Hero eCTb BO3MOSKHOCTB JleJIaTh XO/bl IBYX TUIIOB. B X0/ nepBoro TUIla OH BbI-
6upaeT Ha JOCKe TPOU3BOJIBHBIE YHCTA X U Y, CTHUPaeT UX U 3alliChIBaeT Ha
JIOCKY YUCJIO x° + y. B xoze BToporo Tuma oH BbIOMpaeT Ha JOCKe IIPOU3BOJIb-
HBbIE YHCJIA X U J/, CTUPAET UX U 3allMChIBAeT Ha JTOCKY 4ncsaa 32X + 7y2 +2y
us59y — 7y2 — X. Moxet 1 ApTyp, UCII0JIBb3Ysl XOJbI IIEPBOT'0 1 BTOPOIO TH-
I1a B JIIOOOM NOPsAZIKe, JOOUTHCS CUTYAllUU, KOTJA HA JOCKE OCTaHeTCsI TOJIbKO
KaKoe-TO MTOJI0KUTETbHOE YHCJI0, TOC/IeJHIEe YeThIpe (M PBI KOTOPOTo OYAyT
202472

.a ¢ e
IOpa npaBUIBLHO BBIIOJIHUII OIIEPAIUIO CI0KEHUsI Apodel — + — = —, Iae

b d f
uucna a, b, ¢, d, e, f Bce mosioykuTeIbHBbIE. MOYKET JIM 9TO PABEHCTBO OCTATh-
Cs1 BEPHBIM, €CJIA B KaXKI0H1 IpO0H IIOMEHATH MECTAMU YK C/IUTEIb 1 3HAMaHa-

a_f
TeJIb (T.€. BO3MOYKHO JIH, YTO PABEHCTBO — + — = — Takxe Oy/eT BEpHbIM)?
a ¢ e

B tpeyrosnpuuke ABC nposeneHa Menuana AK. MOYKHO JII CMeJIO YTBEPIK-
J1aTh, 4TO AJIMHA Meauanbl AK MeHbIIle, yeM:

a) apudmerndeckoe cpeaHee 1yiiH cTopodH AB u AC?
6) reoMeTpUYECKOE CpesiHee AJTuH cTOpoH AB u AC?
OrMeveHHbIE Ha IVIOCKOCTH 71 IIPSIMBIX IIEPECEKAIOTCS B K Pa3/IMYHbBIX TOUKAX

P, ..., Py.O603HaYUM 3a p; YUCJI0 OTMEYEHHBIX IPSIMBIX, IIEPECEKAIOIINXCST
B TouKe P;. Jloka3aTh HEPABEHCTBO

p%+...+pis2n(rz—l).



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass
I osa vastused
1. 333. 5. 9.
2. 12.

6. 40°

3. 14 eurot.
4. 6. 7. 23, 26.
Lahendused
1. Kuna 987 — 876 = 654 — 543 = 321 — 210 = 111, siis

987 + 654 + 321 — 876 — 543 — 210 =3 -111 = 333.

Tarni kohale ei sobi paarisnumbrid ega 5, sest arv ei tohi jaguda 2-ga ega
5-ga. Kui tdarni asemele panna 1, siis oleks saadava arvu ristsumma 9, mis
jagub 3-ga. Seega jaguks ka arv ise 3-ga. Samuti jaguks saadav arv 3-ga, kui
tdrni asemele panna 7. Kui tdrni asemele panna 3 voi 9, siis ristsumma ei
jaguks 3-ga. Kokkuvottes on sobivad numbrid 3 ja 9. Nende summa on 12.

Neli vrappi ja kolm jooki iiletab kaht vrappi ja iiht jooki tdpselt kahe vrapi ja
kahe joogi vorra. Seega kaks vrappi ja kaks jooki maksab kokku 7 eurot. Neli
vrappi ja neli jooki maksab kaks korda enam ehk 14 eurot.

1
. Poiss soi 150 kreekerist s ehk 30 kreekerit. Tiidrukud so6id seega kokku

150 — 30 ehk 120 kreekerit. Kuna iga tiidruk s6i 20 kreekerit sama ajaga kui

120
poiss s0i oma 30 kreekerit, pidi tiidrukuid olema >0 ehk 6.

Samas veerus asuvate ristkiilikute imberm66dud erinevad parajasti kahe-
kordse nende ristkiilikute korguste erinevuse vorra, sest nende ristkiiliku-
te laiused on vordsed. Vasakpoolse veeru iilemise ristkiiliku imberm66t on
1 vorra suurem alumise ristkiiliku {imbermo6o6dust. Seega ka parempoolse
veeru lilemise ristkiiliku imberm6t on 1 vorra suurem alumise ristkiiliku
imbermoddust, sest vastavad korgused on samad nagu vasakpoolses vee-
rus. Jarelikult alulmise parempoolse ristkiiliku imberm66t on 10 — 1 ehk 9.
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o 0°—«a
6. Kolmnurgas, mille tipunurga suurus on «, on alusnurga suurus

1 1
ehk 90° — 3% Seega a + 70° + (90° - 5“) =180°, kust a = 40°.

7. Punkt C saab asuda kas punktide A ja B vahel v6i punktist B paremal,
sest punktid, mis asuvad punktist A vasakul, on punktile A ldhemal kui
punktile B. Kui punkt C asub punktide A ja B vahel, siis saame vorrandi
X — 20 = 3(24 — x), kust x = 23. Kui punkt C asub punktist B paremal, siis
saame vorrandi x — 20 = 3(x — 24), kust x = 26.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

I osa vastused

1. 48. 5. 7.
2. 927.

3.

4. 48. 7. 4.

52.

Lahendused

1.

Lugejas saame

20:244+24-22=24-(20+22)=24-42=24-2-21 =48-21.
20-24+24-22  48-21
a = =
21 21

48.

Seeg

. Kolm plussmirki jaotab numbrid 4 liidetavaks. Ukski liidetav ei tohi olla

nelja- voi enamakohaline, sest siis oleks avaldise vddrtus suurem kui 1000.
Kolmekohalisi liidetavaid ei tohi olla 3, sest nende vihim véimalik summa
oleks 210 + 543 + 876, mis on suurem kui 1000. Kui aga kolmekohalisi lii-
detavaid oleks 1, siis peaks tilejddnud 7 numbrit jagunema 3 vihemakoha-
lise liidetava vahel, mis pole voimalik. Samuti kui kolmekohalisi liidetavaid
oleks 0, siis peaks 10 numbrit jagunema 4 vihemakohalise liidetava vahel ja
see pole voimalik. Seega ainus variant on, et kolmekohalisi liidetavaid on 2.
Sel juhul ja&b iile 4 numbrit, mis peavad jagunema 2 vdhemakohalise liide-
tava vahel. Ainus voimalus on, et iilejddnud 2 liidetavat on kahekohalised.
Kui suurem kolmekohaline liidetav oleks 987 voi 876, siis isegi koos véhi-
ma voimaliku kolmekohalise liidetavaga 210 oleks summa suurem kui 1000.
Kui suurem kolmekohaline liidetav oleks 765, siis iiks kahekohaline liide-
tav peaks olema 98. Koos vdhima véimaliku kolmekohalise liidetavaga 210
oleks summa jéllegi suurem kui 1000. Suurem kolmekohaline liidetav ei saa
olla 654, sest numbritest 9, 8 ja 7 jadks iiks kasutamata. Seega on ainus voi-
malus, et kolmekohalised liidetavad on 543 ja 210 ning kahekohalised liide-
tavad 98 ja 76. Nende nelja arvu summa on 927.

2a+3a+4a
Need kolm naturaalarvu avalduvad kujul 24, 3a, 4a. Siit — 3 =78

ehk 3a = 78, mis annab a = 26. Vdhim kolmest arvust on siis 2 - 26 ehk 52.
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4. Olgu algul karbis x mandariini. Pdrast seda, kui lapsed olid votnud karbi

2
tithjaks ja Kevin oli andnud Liisale 8 mandariini, oli Kevinil gx — 8 ja Liisal
2 2 2 1
X — —x + 8 mandariini. Seega gx— 8 = x— —x+8, kust gx =16 ehk x = 48.

5. Kolmnurk ABC moodustab poole roopkiiliku ABCD pindalast. Kolmnurk
ABC jadb jarele, kui eemaldada ruudust kiiljepikkusega 3 kolm kolmnurka

(joonisel 1 halliks varvitud). Kolmnurga ABC pindala on sellest tulenevalt

1 1 1 7
3-3—5-1-3—5-1-2—5-2-3 ehk E.Rt’)ﬁpkﬁlikuABCDpindalaonsiis?.

A Y

=N W e Ot

Joonis 1

6. Kolmnurgas BCL saame
/CBL =180° - (/BCL + ZBLC) = 180° — 130° = 50°.
Kolmnurgas ABC saame niitid
/ACB + /BAC =180° — 50° = 130°.
Kuna aga ZACL + /BAC = ZACL + ZCAL = 100°, siis
/BCL=/ACB - ZACL =130° — 100° = 30°.

Seega ZACB = 2-30° = 60°, sest CL on nurgapoolitaja. Sellest tulenevalt
/BAC =180°-50°-60° = 70° ja see on kolmnurga ABC nurkadest suurim.

7. Tdht S saab minna kas esimeseks voi viimaseks. Kui tdht S 1dheb esimeseks,
siis tdht I peab minema teiseks ja tdht N kolmandaks. Tdhed T ja O ldhe-
vad kahele viimasele kohale emmas-kummas jarjestuses. Seega voimalusi,
kus tdht S 1dheb esimeseks, on 2. Stimmeetria tottu on voimalusi, kus tdht S
ldheb viimaseks, samuti 2. Jarelikult on otsitavaid timberjarjestusi kokku 4.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass
I osa vastused
1. 6. 5. 36 cm®.
2. 18.

6. 15°

3. 1,25.
4. 30. 7. 9,27.
Lahendused
1. Kirjutades tehte imber murdudega ja taandades arvuga 789, saame vord-

1,1
3ts
1

12
vaartuson 12 : 2 ehk 6.

vadrse avaldise

1 1
. Selle murru lugeja on 3 janimetaja 2’ seega murru

Arvu 2024 kanooniline esitus on 23 - 11 - 23, mistottu tema itihekohalised
tegurid on 1, 2,4, 8. Jagamisel teguritega 1 ja 2 tekib neljakohaline jagatis.
Jagamisel teguriga 4 voi 8 tekib vastavalt jagatis 506 v6i 253. Esimesel juhul
on vaadeldav numbrite summa 5+0+6+4 ehk 15, teisel juhul aga 2+5+3+8
ehk 18. Suurem neist on 18.

b+
Kuna a = Tc =3(b-c),siis b+ c=9(b - c). Siit 8b = 10c, millest saame
5
b=-c.
4

Olgu teises karbis x mustikat; siis esimeses karbis on 120 — x mustikat. Ules-
ande tingimustest saame vorrandi 0,2(120 — x) = 0,3x + 9, mille lahend on
x = 30. Seega teises karbis on 30 ja esimeses 90 mustikat. Teise karbi musti-
kate arv on véiksem.

Nelinurga ACBK pindala vordub kolmnurkade ACK ja BCK pindalade
summaga (joonis 2). Vottes molema kolmnurga aluseks CK, on kérgused

1 1
vastavalt AL ja BL. Nelinurga ACBK pindala on > |CK|-|AL| + 3 |CK]|-|BL|
1 1
ehk 3 |CK]| - (JAL| + |BL|) ehk > |CK| - |AB|. Kuna |AB| = 12 cm ja

1
ICK| = 6 cm, siis nelinurga ACBK pindala on 3 6 - 12 ehk 36 ruutsenti-

meetrit.
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A L B
Joonis 2
80° - 40° o
6. Kolmnurga ABC alusnurga suurus on — ehk 70°. Arvestades, et

|AC| = |BC| = |CD|, on vordhaarne ka kolmnurk ACD ja tema tipunurga

suurus on 40° + 30° ehk 70°. Seega kolmnurga ACD alusnurga suurus on
180° — 70°
————— ehk 55°. Jarelikult /BAD = /BAC — Z/DAC = 70° — 55° = 15°.

7. On kaks voimalust, kas x = x + y vdi x = —(x + y). Esimesel juhul y = 0; siis
|x — yl = |x| = 9. Teisel juhul y = —2x; siis

[x=yl=I|x-(-2x)| =13x| =3|x| =3-9 =27.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass

II osa lahendused

1. Maksim Ivanov)
Liitmistehtes
ABCD
+ ABC
202 4

vastavad erinevatele tdhtedele erinevad numbrid ja samale tdhele koikjal sa-
ma number. Leia numbrite A, B, C ja D summa.

Vastus: 13.

Lahendus. Tuhandelistest saame A = 1 voi A = 2 soltuvalt sellest, kas
sajalistest tekib iilekanne vdi mitte. Kui A = 2, siis sajalistest saaksime
B + A < 0 ehk B < -2, mis pole voimalik. Seega A = 1. Sajalistest saa-
me niiiid B+ A = 9 voi B + A = 10 soltuvalt sellest, kas kiimnelistest tekib
iilekanne voi mitte. Kui B + A = 10, siis B = 9 ja kiimnelistest saaksime
C + B < 2 ehk C < -7, mis pole voimalik. Seega B + A = 9 ehk B = 8.
Kiimnelistest saame niiiid C + B = 11 voi C + B = 12 soltuvalt sellest, kas
tihelistest tekib tilekanne voi mitte. Kui C + B = 12, siis C = 4 ja iihelistest
saame D = 0.Kui C + B = 11, siis C = 3 ja tihelistest saaksime D = 11, mis
pole voimalik. Jarelikult A+ B+ C+D=1+8+4+0=13.

2. (Maksim Ivanov)

Ritta kirjutatakse 2024 jarjestikust naturaalarvu. Neist suurim on vdhimast
8 korda suurem. Mitu numbrit 7 on selles reas kokku?

Vastus: 602.

Lahendus. Olgu x ritta kirjutatavatest naturaalarvudest vihim. Siis suu-

rim neist on x + 2023. Ulesande tingimuse pohjal 8x = x + 2023, kust
2023
X =

— = 289. Seega ritta kirjutatakse arvud 289, 290, ..., 2312.
Loendame numbrid 7 kiimnendkohtade kaupa. Tuhandeliste kohal neid
pole, sest reas esinevad tuhandeliste kohal vaid numbrid 1 ja 2. Sajaliste ko-
hal on number 7 parajasti arvudes 700,701, ...,799 ja 1700, 1701, ...,1799,
mida on kokku 200 tiikki. Sarnaselt esinevad arvud, milles number 7 on
kiimneliste kohal, 10-liikmeliste rithmadena. Esimene rithm sisaldab arvud
370,371,...,379, viimane rithm aga arvud 2270, 2271, ...,2279. Neid rithmi
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on 20, mistottu neis rithmades kokku on kiimneliste numbreid 20 - 10 ehk
200. Lopuks iiheliste kohal on number 7 igas kiimnendas arvus, millest esi-
mene on 297 ja viimane 2307. Neid arve on 202. Kokku esineb number 7
jarelikult 200 + 200 + 202 ehk 602 korda.

. (Maksim Ivanov)

Ristkiiliku ABCD kiiljel AB pikkusega 5 cm valitakse punktid K ja L nii, et
punkt K on punktile A ldhem. Kolmnurkade CKL, CLB ja AKD pindalad
on vastavalt 2 cm?, 2,5 cm? ja 3 cm?. Leia 16igu KL pikkus ja nurga CKL
suurus.

4 o
Vastus: |KL| = 3 cm, ZCKL = 45°.

Lahendus 1. Kolmnurga CKD pindala on pool ristkiiliku ABCD pindalast
(joonis 3). Seega lilejadnud osa pindala moodustab ristkiiliku ABCD pind-
alast samuti poole. See {ilejidnud osa moodustub aga kolmnurkadest CKL,
CLB ja AKD. Jarelikult ristkiiliku ABCD pindala on 2(2 + 2,5 + 3) ehk 15
ruutsentimeetrit. Kuna |AB| = 5 cm, siis |AD| = |BC| = 3 cm.

Kolmnurga CKL pindala avaldub aluse ja kdrguse poole korrutisena kujul

1 1
> -|KL| - |BC|. Seega > -|KL|-|BC| =2 cmz, mis |BC| = 3 cm tottu annab

5
-|BL| - |BC| = 2,5 cm?, kust |BL| = 3 om.
+5

N =

4
|[KL| = 3 cm. Samuti saame

4
Jarelikult [BK| = |KL| + |BK| =
on BCK vordhaarne tdisnurkne kolmnurk. Seega Z/CKL = Z/BKC = 45°.

cm = 3 cm = |BC|, millest tulenevalt

D C

A K L B
Joonis 3

Lahendus 2. Kolmnurkadel CKL, CLB ja AKD on iihine korgus BC (joo-

nis 3). Seega nende alused suhtuvad nagu pindalad. See tdhendab, et 16iku-

de KL, LB ja AK pikkused avalduvad kujul 2a, 2,5a ja 3a mingi a jaoks.

Uhelt poolt 2a + 2,5a + 3a = |KL| + |LB| + |AK| = |AB| = 5 cm, teisalt
2

aga2a + 2,5a + 3a = 7,5a. Vordusest 7,5a = 5 cm saame a = § cm. Seega
4 . 5

|[KL| = = cmja|BL| = = cm.
3 3
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. 4+5
Jarelikult |BK| = |KL|+|BK| =

cm = 3 cm. Kolmnurga CKL pindalast

4 2
2 cm? ja aluse pikkusest 3 cm saame aga korguseks - -2 ehk 3 sentimeetrit.

3
Seega ka |BC| = 3 cm, millest tulenevalt on BCK vordhaarne tdisnurkne
kolmnurk. Seega Z/CKL = /BKC = 45°.

. (Maksim Ivanov)

Ringjoonel on 5 ruutu A, B, C, D ja E. Uhte neist ruutudest
kirjutatakse arv 0 ja hakatakse seejirel modda ringjoont
paripédeva lilkkuma. Igasse jargnevasse ruutu joudmisel kir-
jutatakse sinna eelmises ruudus oleva arvu ja ringjoone vii-
mati ldbitud kaarele miargitud arvu summa ning kustuta-
takse arv eelmisest ruudust. Nii toimides tekib mingi aja
jarel olukord, kus mingisse ruutu kirjutatakse arv 2024. Leia koik voimalu-
sed, milline ruut see saab olla.

Vastus: B, E.

Lahendus. Kuna kaartele kirjutatud arvude summa on 9, siis iga tdisringi 13-
bimise jdrel kirjutatakse samasse ruutu 9 vorra suurem arv. Ruutu, millesse
algul kirjutatakse arv 0, kirjutatakse jarelikult koik naturaalarvulised 9 kord-
sed ja ainult need. Vaatame ldbi koik juhud.

e Kui 2024 tekiks ruutu A, siis tekiks sellele eelneval ringil ruutu E arv
2017, ruutu D arv 2022, ruutu C arv 2018 ja ruutu B arv 2012. Ukski
neist pole 9 kordne.

e Kui 2024 tekiks ruutu B, siis tekiks sellele eelneval ringil ruutu A arv
2027, ruutu E arv 2020 ja ruutu D arv 2025. Kuna viimane jagub 9-ga,
siis see juht on voimalik.

e Kui 2024 tekiks ruutu C, siis tekiks sellele eelneval ringil ruutu B arv
2018, ruutu A arv 2021, ruutu E arv 2014 ja ruutu D arv 2019. Ukski neist
pole 9 kordne.

e Kui 2024 tekiks ruutu D, siis tekiks sellele eelneval ringil ruutu C arv
2020, ruutu B arv 2014, ruutu A arv 2017 ja ruutu E arv 2010. Ukski neist
pole 9 kordne.

¢ Kui 2024 tekiks ruutu E, siis tekiks sellele eelneval ringil ruutu D arv 2029
jaruutu C arv 2025. Kuna viimane jagub 9-ga, siis see juht on voimalik.

Kokkuvottes voib kiisitud ruut olla kas B voi E.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

II osa lahendused

1. (Urve Kangro)

Emal oli poodi minnes kaasas ainult 1-euroseid ja 5-euroseid, kokku iile 50
euro, kuid alla 100 euro. Kui ta tagasi tuli, oli tal raha 3 korda vdhem. Ta
pani téhele, et tal oli jarel samapalju 5-euroseid kui enne oli 1-euroseid ja
samapalju 1-euroseid kui enne oli 5-euroseid ning rohkem raha polnud. Kui
palju raha ema poes dra kulutas?

Vastus: 48 eurot.

Lahendus. Olgu emal algul 1-euroseid a tiikki ja 5-euroseid b tiikki. Siis on
tal algul a + 5b eurot ja pérast 5a + b eurot. Seega 3(5a + b) = a + 5b ehk
7a = b.Jarelikult oli emal algul a+5-7a ehk 36a eurot. Arvu 36 ainus kordne,
mis on 50 ja 100 vahel, on 36 - 2 ehk 72. Seega emal oli algul 72 eurot. Pdrast
oli emal raha 3 korda vdhem ehk 24 eurot. Seega kulutas ema poes 72 — 24
ehk 48 eurot.

2. (Maksim Ivanov)
Koérvuti paiknevate vordhaarsete kolmnurkade ABC ja BCD C
tipunurkadest ACB ja BCD esimene on teisest 2 korda suu-
rem. Nurga BAD suurus on 10°.
a) Leia kolmnurga ABC sisenurkade suurused. D

A
b) Kas nelinurga ABDC {imbermd6t on suurem, viiksem voi niisama suur

kui kolmekordse 16igu AC pikkus?
Vastus: a) 40°,70°,70°; b) suurem.
I " 180° —y . 1
Lahendus. Olgu ZACB = vy (joonis 4); siis ZBAC = — = 90° — EY'
1
Samas Z/BCD = EY' Kuna |AC| = |BC| = |DC]J, siis kolmnurk ACD on
vordhaarne tipunurgaga tipu C juures. Kolmnurga ACD tipunurga suu-
180° - 3 3
il 1 ehk 90° — e Saame

1 3
rus on y + 7Y ehk 1k Seega /DAC =
1 3 1 .
/BAD = /BAC - /DAC = (90" - 57/) - (90o - Zy) =3 Ulesande tingi-
1
muse pohjal aga /BAD = 10°. Vorrandist il 10° saame y = 40°.

a) Kolmnurga ABC sisenurkade suurused on eelneva pohjal 40°,70°,70°.
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A B

Joonis 4

3
b) Eelneva pdhjal LACD = > 40° = 60°. Seega kolmnurk ACD on vord-

kiilgne, millest tulenevalt |[DA| = |AC| = |CD|. Kolmekordne 16igu AC
pikkus vordub seega parajasti kolmnurga ACD timbermodduga. Neli-
nurga ABDC iimbermd6t on kolmnurga ACD timbermd&ddust suurem,
sest kiiljed DC ja CA on iihised, kuid sirgléigu AD asemel ithendab ne-
linurga ABDC piirjoon tipud A ja D labi tipu B.

. (Maksim Ivanov)

Jalgrattur soitis punktist A punkti B iihtlase kiirusega 30 km/h. Punktist A
aga alustas 20 minutit pérast jalgratturi vdljumist s6itu auto, mis liikus sa-
ma teed pidi kogu aeg kiirusega 90 km/h. Kui auto joudis jalgratturile jarele,
poodras auto tiimber ja soitis endise kiirusega tagasi punkti A. Pdrast 40 mi-

nutit kestnud peatust punktis A suundus auto endise kiirusega punkti B ja
joudis sinna jalgratturiga samal ajal. Leia punktide A ja B vaheline kaugus.

Vastus: 60 km.

Lahendus 1. Olgu C punkt, kus auto joudis esmakordselt jalgratturile jarele.
Olgu punktide A ja C vaheline kaugus s; kilomeetrit ja punktide C ja B va-
heline kaugus s, kilomeetrit. Siis jalgratturil kulus punktist A punkti C joud-
1
miseks % tundji, autol aga ;—2) tundi. Kuna 20 minutit on 3 tundi, siis saame
1

S
vorrandi —~ = — + - , kust 57 = 15.
30 3 90

Jalgratturil kulus punktist C punkti B joudmiseks ;—z tundi, autol aga ;—é
tundi. Kuid auto p66rdus algul tagasi punkti A ja kattis seetdttu topelt punk-
tide A ja C vahelise teeldigu. Selleks kulus 2 - % L tundi, mis vordust s; = 15

2
arvestades teeb 5 tundi. Lisaks pidas auto 3 tundi pausi. Siit saame vorran-
S 1 2 s
di2=-+2+ —2, mille lahendamisel saame s, = 45.
30 3 3 90

Seega punktide A ja B vaheline kaugus on 15 + 45 ehk 60 kilomeetrit.
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Lahendus 2. Olgu C punkt, kus auto joudis esmakordselt jalgratturile jarele.
Kulugu jalgratturil #; tundi jdoudmaks punktist A punkti C ja ¢ tundi joud-
maks punktist A punkti B. Siis punktide A ja C vaheline kaugus on 301; kilo-

30t 1
meetrit ja auto ldbib selle 9—01 ehk 3 f) tunniga. Seega auto pidi soitu alus-
1 2 ..
tama f; — 3 11 ehk 3 #; tundi jalgratturist hiljem. Ulesande tingimuse pohjal

1 2 1 1
on see aeg 20 minutit ehk 3 tundi. Seega 3 n = 3 kust #; = 3 Seega auto

1
kattis punktide A ja C vahemaa 5 tunniga.

Samuti ndeme, et punktide A ja B vaheline kaugus on 307 kilomeetrit ja auto

30t 1
lébib selle 90 ehk 3 t tunniga. Kuna auto kiis alguses punktis C ja lisaks

1 2 1 1 1 2
seisis 3 + 3 tundi, saame vorrandi ¢ = §t +2- 5 + 3 + 3 kust ¢ = 2.
Jarelikult punktide A ja B vaheline kaugus on 30 - 2 ehk 60 kilomeetrit.

. (Maksim Ivanov)

Ruudustikus mootmetega 7 x 7 on iihte nurgaruutu alguses kirjutatud arv 8.
Igal kdigul valib Juku tiihja tihikruudu, millega iihist kiilge omaval ruudul on
arv, ja kirjutab sinna tehtava kiigu jarjekorranumbri jagamisel 6-ga tekkiva
jaagijanaaberruudul oleva arvu summa, kusjuures naaberruudul oleva arvu
ta kustutab. Nii toimib Juku ménda aega, kuni pérast jarjekordset kdiku ta
Iopetab. Kui palju on erinevaid tihikruute, millesse Juku saab kéike sobivalt
valides kirjutada viimasel kdigul arvu 20242

Vastus: 24.

Lahendus. Arvuga 6 jagamisel tekkivad jadagid on 1, 2, 3, 4, 5 ja 0 ning
need korduvad jarjekorranumbri suurenedes tsiikliliselt selles jérjestuses.
Uhe tsiikli jadkide summa on 15. Seega iga 6 kiigu jérel kirjutab Juku ruu-
dustikule 15 vorra suurema arvu. Kuna 2010 = 134-15 ja alguses on ruudus-
tikul arv 8, siis pérast 134 tdistsiiklit on ruudustikul arv 2018. Sellest saame
arvu 2024 tapselt 3 kidigu jarel. Jarelikult kdikude koguarv on 134 - 6 + 3 ehk
807.

Joonis 5 Joonis 6
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Vdrvime ruudustiku ruudud malekorras mustaks ja valgeks nii, et nurgaruu-
dud on mustad (joonis 5). Igal kdigul kirjutatakse arv eelmisega vastasvar-
vi ruudule. Kuna kédikude arv on paaritu, siis viimasel kdigul kirjutatakse
arv valgele ruudule. Jéttes ithe nurgaruudu vilja, saab iilejadnud ruudus-
tiku jaotada ribadeks mootmetega 1 x 6 ja 6 x 1, kus on vordselt musti ja

valgeid ruute (joonisel 6 punasega raamitud). Seega valgeid ruute on kokku
2

ehk 24. Igat valget ruutu on voimalik I6puruuduks saada, kui liitkuda

alguses iilimalt 6 + 5 kdiguga sellele ruudule ja seejirel hakata selle ja méne
naaberruudu vahel edasi-tagasi pendeldama.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass

II osa lahendused

1. (Andres Alumets)

Martinil on 7 paari siniseid sokke, 7 paari punaseid sokke ja 7 paari rohelisi
sokke. Martin tahab need koik dra pesta oma 3 pesumasinaga. On teada, et
iga pesumasin s66b pestes dra koik rohelised sokid ja tdpselt iihe soki igast
punaste sokkide paarist; siniseid sokke tikski pesumasin ei s66. Leia, mitmel
eri viisil on vdimalik sokid pesumasinate vahel dra jagada nii, et kehtiksid
koik jargnevad tingimused:

1) iga paari mélemad sokid ldhevad samasse pesumasinasse;

2) igasse pesumasinasse ldheb iiks ja sama arv sokke;

3) iga pesumasin s66b iihe ja sama arvu sokke dra.

Kaks jaotamise viisi loeme erinevaks siis, kui ménes pesumasinas on mingit
varvi sokipaaride arv muutunud.

Vastus: 6.

Lahendus 1. Kokku on sokipaare 21, seega igasse pesumasinasse peab tin-
gimuste 1 ja 2 pohjal minema 7 paari. Kokku sé6vad pesumasinad kolme
pealedra7-0+7-1+ 7 -2 ehk 21 sokki; et koik iihepalju s66ks, peab iga
pesumasin s66ma 7 sokki. Kuna igast sinisest ja rohelisest sokipaarist s66b
iga pesumasin paarisarvu sokke ja igast punasest sokipaarist paaritu arvu,
siis tuleb igasse pesumasinasse panna paaritu arv punaste sokkide paare.
Voimalusi jagada 7 paari punaseid sokke 3 pesumasina vahel nii, et igasse
pesumasinasse ldheb paaritu arv paare, on 6:

5+1+1,
3+3+1,
3+1+ 3
1+5+1,
1+3+3,
1+1+5.

Igaiiks neist voimalustest mddrab iilejadnud sokipaaride jaotuse iiheselt,
sest rohelised sokid tuleb jaotada nii, et kokku s66ks pesumasin 7 sokki (5, 3
ja 1 punasele sokipaarile tuleb lisada vastavalt 1, 2 ja 3 rohelist sokipaari ja
see mahub lubatud 7 paari sisse dra), ning sinised sokid tuleb jaotada nii, et
igas pesumasinas on kokku 7 paari sokke. Seega kokku on 6 voimalust sokke
noutud viisil jaotada.
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Lahendus 2. Kokku on sokipaare 21, seega igasse pesumasinasse peab tin-
gimuste 1 ja 2 pohjal minema 7 paari. Kokku sé66vad pesumasinad kolme
pealedra7-0+7-1+7-2 ehk 21 sokki; et kdik ihepalju s66ks, peab iga pe-
sumasin séoma 7 sokki. Kuna iga masin s66b koik rohelised sokid 4ra, siis ei
tohi ithessegi pesumasinasse minna iile 3 paari rohelisi sokke. Samas peab
igasse pesumasinasse minema vdhemalt 1 paar rohelisi sokke, sest kui mo-
nesse pesumasinasse ei ldheks tihtki roheliste sokkide paari, siis jadks tihte
iilejadnud pesumasinatest vihemalt 4 paari rohelisi sokke. Véimalusi jaga-
da 7 paari rohelisi sokke 3 pesumasina vahel nii, et igasse pesumasinasse
ldheb 1, 2 voi 3 paari, on 6:

+ 1,
+ 2,
+ 3,
+ 2,
+ 3,
+ 3.

NN W W W
+ o+ o+
WN W DNW

Igatiks neist voimalustest méddrab iilejadnud sokipaaride jaotuse iiheselt,
sest punased sokid tuleb jaotada nii, et kokku s66ks pesumasin 7 sokki (3, 2
ja 1 rohelisele sokipaarile tuleb lisada vastavalt 1, 3 ja 5 punast sokipaari ja
see mahub lubatud 7 paari sisse dra), ning sinised sokid tuleb jaotada nii, et
igas pesumasinas on kokku 7 paari sokke. Seega kokku on 6 voimalust sokke
noutud viisil jaotada.

. (Aleksei Ganyukov)

Teravnurkse kolmnurga ABC korgused 16ikuvad punktis H. Kiirel BH vali-
takse punkt D nii, et |[BD| = |BA], kiirel CH aga punkt E nii, et |[CE| = |CA|.
Leia nurga D AE suurus.

Vastus: 90°.

Lahendus 1. Tahistame /BAC = a. Kuna kiir BD sisaldab kolmnurga ABC
korgust (joonis 7), saame ZABD = 90° — a. Et |BD| = |BA], siis kolmnurk
ABD on vordhaarne ning

180° — ZABD 180°-90°+a 90° + « .
/BAD = /BDA = = = =45° + =,
2 2 2 2
. o a o a
Jarelikult Z/CAD = /BAD — Z/BAC = 45° + 5 a =45° — 5

a
Samamoodi saame /BAE = 45° — 7 Kokkuvottes seega
a a
/DAE = (45° - ) + a+ (45° - =] = 90°.
2 2
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Joonis 7

Lahendus 2. Olgu vordhaarsete kolmnurkade ABD ja ACE alusnurga suu-
rused vastavalt 3 ja y. Siis

ZDAE = /DAB + /BAE = /DAB + (90° — ZCEA) =90° + S — 7.

Niiiid paneme tdhele, et kuna punkt D asub korguse BH pikendusel, siis
/ABD = 90° — Z/BAC, ja kuna punkt E asub kdrguse CH pikendusel,
siis ZACE = 90° — /BAC. Seega /ABD = /ACE. Kuna vordhaarsete
kolmnurkade tipunurgad on vordsed, on vordsed ka nende alusnurgad ehk
B = v.Kokkuvottes ZDAE = 90° +  —y = 90°.

Lahendus 3. Nagu lahenduses 2, tdhistame kolmnurkade ABD ja ACD alus-
nurga suurused vastavalt f ja y ningleiame ZDAE = 90°+ f—7. Samamoo-
di saab avaldada, et ZDAE = 90° +y — 8. Niisiis —y = y — §, millest saame
B = v. Kokkuvottes /DAE = 90° + § —y = 90°.

. (Hdrmel Nestra)

,Vanaisa, vanaisa, mis see on?“ ,,See on viike toru. Selle kaudu kulub bassei-
ni tditmiseks 3 tundi kauem kui suure toru kaudu.“ ,Vanaisa, vanaisa, aga
mis see on?“ ,See on suur toru. Selle kaudu téitub bassein 3 korda kiiremini
kui vdikse toru kaudu.“ ,Aga vanaisa, vanaisa, kui kaua kulub basseini tiit-
miseks molema toru kaudu korraga?“ ,Sa, jonglane, dra pari pidevalt! Oled
mu surmani dra tiitidanud. Tee, et kaod!*

Kas lapselapsel on voimalik oma viimasele kiisimusele siiski vastus leida ja
kui jah, siis milline see on?

9
Vastus: jah, 3 tundi.

Lahendus. Basseini tditumise aeg viikse toru kaudu on 3 korda ja samas
3 tunni vorra pikem kui basseini tditumise aeg suure toru kaudu. Seega
3 tundi vordub basseini suure toru kaudu tditumise 3-kordse ja 1-kordse
aja vahega. See vahe vordub basseini suure toru kaudu tiditumise 2-kordse

3
ajaga. Jarelikult kulub basseini tditumiseks suure toru kaudu — tundi ning

3 9
viikse toru kaudu 3 - 3 ehk 3 tundi.
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Eelneva pohjal kuluks 2 basseini tditmiseks suure toru kaudu 3 tundi ja vaik-

2
se toru kaudu 9 tundi, mis teeb vee vooluhulgaks suures torus 3 basseinitiit
2
tunnis ja vdikses torus 3 basseinitiit tunnis. Molemas torus kokku on voolu-
2 2 8
hulk 3 + 3 ehk 3 basseinitdit tunnis. Sellega tdituks 8 basseinitdit 9 tunniga,

9
iihe basseini tditmiseks kulub jarelikult aega — tundi.

. (Urve Kangro)

Positiivse tdisarvu k faktoriaaliks nimetatakse arvu k ja koigi temast vdikse-
mate positiivsete tdisarvude korrutist.

Leia koik positiivsed tdisarvud n, mille puhul esimese n positiivse tdisarvu
faktoriaalide summa on mingi tdisarvu ruut.

Vastus: 1 ja 3.
Lahendus. Tdhistagu k! arvu k faktoriaali.

Arvutades saame 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6 ja 4! = 24. Seega

1! = 1,
1!+ 2! = 3,
1!+ 2!+ 3! =9,
11+ 2!+ 3!+ 4! = 33,

millest tulenevalt sobivad esimese nelja positiivse tdisarvu seast iilesande
tingimustega n = 1 ja n = 3. Kui k = 5, siis esinevad k! tegurite seas nii 2
kui ka 5, mistottu k! 10peb nulliga. Seega jarjestikuste positiivsete tdisarvu-
de faktoriaalide liitmisel summa viimane number alates liidetavast 5! enam
ei muutu. Jarelikult esimese 5 voi enama positiivse tdisarvu faktoriaalide
summa viimane number on 3. Tdisarvude ruudud aga saavad 1oppeda vaid
numbritega 0, 1,4,5,6,9. Seega rohkem sobivaid positiivseid tdisarve n ei
leidu.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendused

1. Maksim Ivanov)

Laos on ainult suhkrupakid massiga 1 kg, 2 kg ja 5 kg. Nendes pakkides on
kokku 2024 kg suhkrut. On teada, et pakkides massiga 5 kg on kokku sa-
mapalju suhkrut kui pakkides massiga 2 kg ning massiga 1 kg pakkide arv
erineb 55 vorra tilejadnud pakkide koguarvust. Mitu suhkrupakki on laos
kokku?

Vastus: 1023.

Lahendus 1. Olgu z massiga 5 kg pakkide arv. Siis neis on kokku 5z kg suhk-
rut. Seega ka pakkides massiga 2 kg on kokku 5z kg suhkrut, nende pakkide
arv on aga 2,5z. Jdrelikult pakke massiga 5 kg ja 2 kg on kokku z + 2,5z ehk
3,5z. Pakke massiga 1 kg on siis kas 3,5z + 55 vdi 3,5z — 55 ja neis on kokku
vastavalt 3,5z + 55 voi 3,5z — 55 kilogrammi suhkrut. Esimesel juhul saame
vorrandi 5z + 5z + 3,5z + 55 = 2024 ehk 13,5z = 1969, millel tdisarvuline
lahend puudub. Teisel juhul saame vorrandi 5z + 5z + 3,5z — 55 = 2024
ehk 13,5z = 2079, kust z = 154. Suhkrupakkide koguarv laos on siis
(1+2,5+3,5)-154 — 55 ehk 1023.

Lahendus 2. Olgu y massiga 2 kg pakkide arv. Siis neis on kokku 2y kg suhk-
rut. Seega ka pakkides massiga 5 kg on kokku 2y kg suhkrut, nende pakkide
arvon aga 0,4y. Jarelikult pakke massiga 2 kg ja 5 kg on kokku y + 0,4y ehk
1,4y. Pakke massiga 1 kg on siis kas 1,4y + 55 vdi 1,4y — 55 ja neis on kokku
vastavalt 1,4y + 55 voi 1,4y — 55 kilogrammi suhkrut. Esimesel juhul saame
vorrandi 2y + 2y + 1,4y + 55 = 2024 ehk 5,4y = 1969, millel tdisarvuline
lahend puudub. Teisel juhul saame vorrandi 2y + 2y + 1,4y — 55 = 2024
ehk 5,4y = 2079, kust y = 385. Koigi suhkrupakkide koguarv laos on siis
(1+0,4+1,4)-385—55ehk 1023.

Lahendus 3. Olgu x massiga 1 kg pakkide arv. Siis neis on kokku x kg suhk-
rut. Seega pakkides massiga 2 kg ja 5 kg on kokku 2024 — x kilogrammi suhk-

rut. Jarelikult nii pakkides massiga 2 kg kui ka pakkides massiga 5 kg on

2024 -
kokku Tx kilogrammi suhkrut. Sellest tulenevalt on massiga 2 kg ja

2024 -x , 2024 -x
5 kg pakkide arv vastavalt 1 ja 0 ning kokku on neid pakke

5(2024 — x) + 2(2024 — x) ehk 7(2024 — x)
20 20 '

42



7(2024 - x) 7(2024 - x)

Ulesande tingimuse jérgi x — 55 voi = x + 55.
Esimene vorrand lihtsustub kujule 27x = 15268, mille lahend pole tdisarv.

Teine vorrand lihtsustub kujule 27x = 13068, kust x = 484. Seega suhkru-
7(2024 — 484)

pakkide arvlaos on 484 + 0 ehk 1023.

Lahendus 4. Olgu massiga 1 kg, 2 kg ja 5 kg pakkide arv vastavalt x, y ja z.
Ulesande tingimuste pohjal x+2y+5z = 2024 ja2y = 5z ning x = y+z+55
vOi x = y+2z—55. Viimased kaks vordust saab timber kirjutada vastavalt kujul
¥y+z—x=-55jay+z—x =>55.Seegaon vajalahendada vorrandisiisteem

X+2y+5z = 2024,
2y = 5z,
y+z—x = £55

nii pluss- kui miinusmaérgiga juhul kolmandas vorrandis.

Liites esimese ja kolmanda vorrandi vastavad pooled miinusmaérgiga juhul,
saame 3y +6z = 1969. Selle vorduse vasak pool jagub 3-ga, kuid parem pool
mitte. Seega see juht pole voimalik.

Liites esimese ja kolmanda vorrandi vastavad pooled plussmaérgiga juhul,
saame 3y + 6z = 2079, kust y + 2z = 693 ehk y = 693 — 2z. Asenda-
des siit teise vorrandisse, saame 2(693 — 2z) = 5z ehk 9z = 1386, kust
z = 154. Seega y = 693 — 2 - 154 = 385 ja x = 385 + 154 — 55 = 484 ning
X+ y+2z=484+385+ 154 =1023.

. (Maksim Ivanov)
1
Iga varblane s66b 6 minutiga ' tervest mannapakist ning iga tuvi 3 minu-

1
tiga 3 tervest mannapakist. Mitme sekundiga s66vad 20 varblast ja 24 tuvi
koos terve paki mannat?

Vastus: 54.

1 1
Lahendus. Kuna varblane s66b 6 minutiga e pakki ja tuvi 3 minutiga 3

1 1 1
pakki mannat, siis 1 minutiga s66b varblane . ehk 50 pakki ja tuvi 9.3

5:6
1 20 2
ehk 7 pakki mannat. Seega 20 varblast s66b 1 minutiga % ehk 3 pakki ja
24 8
24 tuvi sama ajaga 57 ehk 5 pakki mannat. Koos sdéévad 20 varblast ja 24

2 8 10
tuvi 1 minutiga 3 + 3 ehk ) pakki mannat. Seega 1 sekundiga s66vad 20

1
varblast ja 24 tuvi koos ehk = pakki mannat. Terve paki s60miseks

-60
kulub neil jarelikult 54 sekundit.
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3. (Hdrmel Nestra)
Kumb arvudest 3 - 7% - 17290 ja 2296 . 253190 o syurem?
Vastus: teine.

Lahendus 1. Nditame, et 3.798.17200 L 9296 953100 Mairkame, et see vorratus
jareldub kahest eraldi vorratusest

3.2% < 72
7100 17200 _ 9300 553100

kui korrutada nende vastavad pooled ja taandada tihiste teguritega. Seega
piisab toestada need kaks vorratust. Esimene vorratus kehtib, sest 3 2% =48
ja 7% = 49. Teine vorratus on samavéirne vorratusega

(7-17)"% < (23 253)'7.

Kuna 7 - 17 = 2023 ja 2% - 253 = 2024, siis vorratus omandab kuju
2023'% < 2024'%, mis samuti kehtib.

Lahendus 2. Niitame, et 3-7%8.172%0 < 229.253100 \f5rkame, et see vorratus
jareldub kahest eraldi vorratusest

798 . 17196 < 2294 . 25398'
3-17% < 2%2.253%

kui korrutada nende vastavad pooled. Seega piisab tdestada need kaks vor-
ratust. Esimene vOrratus on samavédarne vorratusega

(7-17%) < (23 253)".

Kuna 7 - 172 = 2023 ja 2% - 253 = 2024, siis vorratus omandab kuju
2023% < 2024% ) mis kehtib. Ka teine vorratus kehtib, sest 3 - 17* = 250563
ja 2% . 2532 = 256036.

Medirkus. Arvuti abil on voimalik veenduda, et 3 - 798 . 17200 & 2,4 - 10329 ja
2296 953100 _ 5 o 1()329

4. (Aleksei Ganyukov)

Positiivset tdisarvu n nimetame eriliseks, kui arv 2024 on esitatav summana
kahest voi enamast erinevast tdisarvust, mis koik sisalduvad arvus n. Nii-
teks arv 1996 on eriline, sest 2024 = 1996 + 19 + 9.

Leia vdhim eriline arv.

Mdirkus. Arv ei saa alata nulliga, mistottu néditeks arvus 2006 olevad numbri-
te jarjendid 006 ja 06 ei tule arvuna arvesse. Samuti ei tohi numbreid vahele
jatta (nditeks 2006 ei sisalda arvu 206).
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Lahendus. Vaatleme arvu m = M, mille k6ik numbrid on nullist erinevad
ja erinevad ka omavahel. Siis suurim arvus m sisalduvate erinevate liideta-
vate summa on abcd + abc + bed + ab + bc + cd + a+ b + ¢ + d ehk
1111a + 222b + 33c + 4d. Seega kui arv m on eriline, siis kehtib vorratus

1111a + 222b + 33c + d = 2024.

Ulesande lahendamiseks leiame vorratuse 1111a + 222b + 33¢ + 4d = 2024
vdhima lahendi abcd. Vahim voimalik tuhandeliste number on ilmselt 1.
Vottes a = 1, taandub lahendatav vorratus kujule 222b + 33c + 4d = 913.
Kuna 33c + 4d < 33-9+4 -9 = 333, siis 222b = 913 — 333 = 580. Jarelikult
b = 3. Vaatleme juhtu b = 3; lahendatav vorratus on niitid iimber kirjutatav
kujul 33c + 4d = 247. Kuna 4d < 4-9 = 36, siis 33c = 247 — 36 = 211.
Jérelikult ¢ = 7. Votame ¢ = 7; niitid taandub lahendatav vorratus kujule
4d = 16, mille vahim lahend on d = 4.

Seega abcd = 1374 on vihim arv, mille puhul 1111a+222b+33c+d = 2024,
kusjuures arvu 1374 puhul kehtib see vorratus vordusena. Kuna arvus 1374
sisalduvad lahenduse esimeses 16igus vaadeldavad liidetavad on koik kor-
rektsed arvud ja omavahel erinevad, siis 1374 on eriline. Jarelikult 1374 on
vihim eriline arv.

Midrkus. Lahenduse korrektsuseks on oluline, et lahendataks just vorra-
tust 1111a + 222b + 33¢c + d = 2024, mitte vordust. Lahendades vordust
1111a + 222b + 33¢ + d = 2024, jdouaksime kiill samamoodi 6ige lahendini,
aga pohjendatud oleks vaid minimaalsus nende eriliste arvude seas, mille
puhul summa 2024 kasutab dra koik esimeses 16igus vaadeldud liidetavad.
Jadks teoreetiline voimalus, et leidub viiksemaid arve, mille puhul méonede
esimese 1oigu liidetavate véljajdtmisel tekib ometi summa 2024. Selle voi-
maluse vilistamine pole triviaalne, sest arvu abcd vihenemisel voib sum-
ma 1111a+222b+33c+4d suureneda (nii on nditeks arvudega 1410 ja 1409,
mis annavad vastavalt summa 2032 ja 2035).

. (Hdrmel Nestra)

Ringjoonel keskpunktiga O valitakse mingid punktid A ja B. Olgu C punk-
ti A peegeldus raadiusega OB ristuvast sirgest, mis ldbib punkti O. On tea-
da, et ZOAB = 37°. Leia nurga OCB suurus.

Vastus: 53°.

Lahendus 1. Kuna ZOAB = 37° ja |OA| = |OB], siis ka ZOBA = 37°
(joonis 8). Teisalt, kuna C on punkti A peegeldus raadiusega OB ristu-
vast sirgest, siis sirge AC on selle raadiusega ristuva sirgega risti ja sir-
gega OB paralleelne. Seega /BAC = ZOBA = 37°. Siimmeetria poh-
jal aga asub punkt C antud ringjoonel. Seega kesk- ja piirdenurga vahe-
lise seose pohjal /BOC = 2 - /ZBAC = 74°. Kuna |OB| = |OC|, siis

180° — /B
L0CB = z0BC = 80 = £BOC _ e
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Joonis 8 Joonis 9 Joonis 10

Lahendus 2. Kuna ZOAB = 37° ja |OA| = |OB], siis ka ZOBA = 37°. Stim-
meetria pohjal asub punkt C antud ringjoonel; olgu E punktist C tommatud
diameetri teine otspunkt (joonis 9). Siis piirdenurkade omadust kasutades
saame

/0CB = Z/ECB = ZEAB =37° + ZEAO.

Olgu M 16igu AC keskpunkt; konstruktsiooni péhjal OM L AC. Thalese
teoreemi pdhjal AE 1 AC, mistottu AE | OM. Seega

ZEAO = ZAOM = ZAOB — ZMOB = (180° — 2 -37°) = 90° = 90° — 2 - 37°.

Kokkuvottes ZOCB = 37° + (90° — 2 -37°) = 90° — 37° = 53°.

Lahendus 3. Olgu s raadiusega OB ristuv sirge, mis 1dbib punkti O (joo-
nis 10). Vastavalt iilesande tekstile on punkt C punkti A peegeldus sirgest s.
Olgu M loigu AC ja sirge s 1oikepunkt. Stimmeetria pohjal |OA| = |OC]| ja
ZAOM = ZCOM. Et punkt M asub sirgel, mis ldbib punkti O ja on 16iguga
OB risti, siis ZBOM = 90°.

Kuna A ja B asuvad ringjoonel keskpunktiga O, siis |OA| = |OB]|. Seega
kolmnurk AOB on vordhaarne ehk ZOAB = ZOBA = 37°. Et kolmnurga
sisenurkade summa on 180°, siis

/AOB =180° - ZOAB — ZOBA =180° — 37° — 37° = 106°.

Jarelikult Z/AOM = ZAOB — /ZBOM = 106° — 90° = 16° ning seega ka
ZCOM = 16°. Siit saame ZCOB = /BOM — ZCOM = 90° — 16° = 74°. Bt
|OA| = |OBljalOA| = |0C|, siis |OB| = |OC]|, kolmnurga COB vordhaarsuse
tottu aga ZOCB = Z0OBC. Kuna kolmnurga sisenurkade summa on 180°,

180° — 74°
siis /OCB = /OBC = —— =53°.
. (Oleg Kosik)

Tunni- ja minutiosutiga seinakell nditab korrektset kellaaega. Vdike Juku vi-
dab, et kui peegeldada tunniosuti numbrilaua keskpunkti 1dbiva horison-
taalsirge suhtes ja minutiosuti numbrilaua keskpunkti l1dbiva vertikaalsirge
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suhtes, siis ei nditaks kell korrektset kellaaega. Tema kaksikvend Juhan aga
titleb, et kui peegeldada tunniosuti numbrilaua keskpunkti ldbiva vertikaal-
sirge suhtes ja minutiosuti numbrilaua keskpunkti ldbiva horisontaalsirge
suhtes, siis oleks kella ndit korrektne kiill. Kas kellelgi poistest vaib olla 6i-
gus? Kui jah, siis mis kellaaega voib kell parajasti ndidata?

Midirkus. Kella néit on korrektne, kui see on voimalik digesti tootaval kellal
(see ei pea viljendama parajasti diget aega).

Vastus: kummalgi poisil pole digus.

Lahendus. Olgu tunniosuti enne peegeldamist mé6dunud eelmise tdistunni
asendist nurga a vorra.

Kui peegeldada tunniosuti numbrilaua keskpunkti ldabiva horisontaalsirge
suhtes, siis satub ta asendisse, kust jadb liikuda nurga a vorra jairgmise tdis-
tunni asendini. Kuna algne kella néit on korrektne, siis minutiosuti on enne
peegeldamist moddunud tdistunni asendist nurga 12a vorra. Kui peegelda-
da minutiosuti numbrilaua keskpunkti ldbiva vertikaalsirge suhtes, siis sa-
tub ta asendisse, kust jadb liikuda nurga 12« vorra tdistunni asendini. Seega
tekib korrektne nédit ning Juku véide ei pea paika.

Kui peegeldada tunniosuti numbrilaua keskpunkti 1dbiva vertikaalsirge suh-
tes, siis satub ta jdllegi asendisse, kust jadb liikuda nurga a vorra jargmise
tdistunni asendini. Edasi vaatleme kahte juhtu.

 Kui eelmisest tdistunnist on méddunud vdhem kui pool tundi, siis tun-
niosutil ja4b peale peegeldamist vahem kui pool tundi jargmise tunnini.
Minutiosutil aga jd4b ka peale peegeldamist numbrilaua keskpunkti 13-
biva horisontaalsirge suhtes vdhemalt pool tundi jirgmise tunnini.

e Kui eelmisest tdistunnist on méédunud vdhemalt pool tundi, siis tun-
niosutil jadb peale peegeldamist vihemalt pool tundi jadrgmise tunnini.
Minutiosutil aga jddb peale peegeldamist numbrilaua keskpunkti ldbiva
horisontaalsirge suhtes vihem kui pool tundi jargmise tdistunnini.

Seega tekkiv ndit ei ole korrektne kellaaeg ja ka Juhanil ei ole digus.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. (Hdrmel Nestra)

Uue kolmekéitelise krimiponeviku ,Surnud mehe laip“ teises kdites on 100
lehekiilge rohkem kui esimeses. Kolmanda koite 1 eksemplar ja teise koite
3 eksemplari sisaldavad kokku samapalju lehekiilgi kui teise koite 1 eksemp-
lar ja esimese koite 5 eksemplari. Peale selle on teada, et iihes kdites on sa-
mapalju lehekiilgi kui kahes {ilejadnud koites kokku. Leia koik voimalused,
mitu lehekiilge voivad sisaldada koik kolm koidet kokku.

Vastus: 400, 1400.

Lahendus 1. Olgu esimeses koites x lehekiilge. Siis teises kéites on x + 100
lehekiilge. Teise koite 1 eksemplar ja esimese koite 5 eksemplari sisaldavad
kokku (x + 100) + 5x ehk 6x + 100 lehekiilge. Ulesande tingimuse jérgi si-
saldab kolmanda kéite 1 eksemplar koos teise koite 3 eksemplariga samuti
6x + 100 lehekiilge. Seega kolmas koide sisaldab (6x + 100) — 3(x + 100) ehk
3x—200 lehekiilge. Kokku on triloogias x + (x + 100) + (3x —200) ehk 5x—100
lehekiilge.

Kuna esimeses koites on viahem lehekiilgi kui teises, siis esimeses ei saa olla
samapalju lehekiilgi kui kahes tilejadnus kokku. Kui teises kodites on sama-
palju lehekiilgi kui esimeses ja kolmandas, siis x + 100 = x + (3x — 200),
kust x = 100. Triloogia lehekiilgede koguarv on siis 5 - 100 — 100 ehk 400.
Kui kolmandas koites on samapalju lehekiilgi kui esimeses ja teises, siis
3x — 200 = x + (x + 100), kust x = 300. Triloogia lehekiilgede koguarv on
siis 5 - 300 — 100 ehk 1400.

Lahendus 2. Olgu teises koites y lehekiilge. Siis esimeses kéites on y — 100
lehekiilge. Teise koite 1 eksemplar ja esimese koite 5 eksemplari sisaldavad
kokku y + 5(y — 100) ehk 6y — 500 lehekiilge. Ulesande tingimuse jérgi si-
saldab kolmanda koite 1 eksemplar koos teise koite 3 eksemplariga samuti
6y —500 lehekiilge. Seega kolmas koide sisaldab (6y —500) —3y ehk 3y —500
lehekiilge. Kokku on triloogias (y — 100) + y + (3y — 500) ehk 5y — 600 lehe-
kiilge.

Kuna esimeses koites on vihem lehekiilgi kui teises, siis esimeses ei saa olla
samapalju lehekiilgi kui kahes tilejaanus kokku. Kui teises koites on sama-
palju lehekiilgi kui esimeses ja kolmandas, siis y = (y — 100) + (3y — 500),
kust y = 200. Triloogia lehekiilgede koguarv on siis 5 - 200 — 600 ehk 400.
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Kui kolmandas koites on samapalju lehekiilgi kui esimeses ja teises, siis
3y — 500 = (y — 100) + y, kust y = 400. Triloogia lehekiilgede koguarv on
siis 5 - 400 — 600 ehk 1400.

Lahendus 3. Olgu esimeses, teises ja kolmandas koites vastavalt x, y ja z
lehekiilge. Esimesest tingimusest saame vorrandi x + 100 = y, teisest aga
vorrandi z + 3y = y + 5x. Kolmandat tingimust vdib viljendada kolm erine-
vat vorrandit soltuvalt sellest, millises koites on kdige rohkem lehekiilgi. Et
esimese tingimuse kohaselt ei saa esimene koide olla kdige mahukam, siis
jaab jdrele kaks voimalikku vorrandit x + z = yjax + y = z.

Vorrandisiisteemi
x+100 = y,
z+3y = y+5x,
xX+z=y

esimesest ja kolmandast vorrandist saame kokku z = 100. Asendades sellest
ja esimesest vorrandist z ja y teise vorrandisse, mille lihtsustame eelnevalt
kujule z + 2y = 5x, saame vorrandi 100 + 2(x + 100) = 5x. Selle lahend on
x = 100. Seega y = 200. Kolmes koites on sel juhul kokku 100 + 200 + 100
ehk 400 lehekiilge.

Vorrandisiisteemi
x+100 = y,
z+3y = y+5x,
xX+y =2z

teise vorrandi saab samavéérselt esitada kujul 5x — 2y = z. Koos kolmanda
vorrandiga annab see 5x—2y = x+y.Asendades siia y esimesest vorrandist,
saame 5x—2(x+100) = x+ (x+100), kust x = 300. Seega y = 400 ja z = 700.
Kolmes koites on aga kokku 300 + 400 + 700 ehk 1400 lehekidilge.

. (Hdrmel Nestra)

Karbis on 8 kohukest 2 sordist, kumbagi sorti kohukesi on vordselt. Mihkel
votab karbist juhuslikult 2 kohukest vilja. Kui suur on tdenéosus, et vilja-
voetud kohukesed on erinevast sordist, kui iga kohuke satub viljavoetavate
hulka vordse toendosusega?

4
Vastus: —.
7

Lahendus 1. Loendame soodsad juhud. Kui vélja voetakse kaks kohukest eri-
nevatest sortidest, siis igaiiks esimese sordi 4 kohukesest saab sattuda kokku
igaiihega teise sordi 4 kohukesest. Rohkem vdimalusi pole. Seega on sood-
said juhte 4 - 4 ehk 16.

Loendame koik juhud. Véimalusi votta vélja 2 kohukest 8 hulgast on Cé ehk

8-7
—— ehk 28.
2
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16 4
Seega otsitav tdendosus on 28 ehk =

Lahendus 2. Loendame ebasoodsad juhud. Voimalusi votta vilja 2 kohukest
4-3
esimesest sordist on C3 ehk > ehk 6. Voimalusi votta vélja 2 kohukest

teisest sordist on samamoodi 6. Seega ebasoodsaid juhte on kokku 6 + 6 ehk
12.

Loendame koik juhud. Voimalusi votta vélja 2 kohukest 8 hulgast on Cg ehk

8.7
—— ehk 28.
2

Kokkuvottes on soodsate juhtude arv 28—12 ehk 16. Seega otsitav toendosus
on 16 ehk é

28 7
Lahendus 3. Oletame tildisust kitsendamata, et Mihkel votab karbist kohu-
kesed tikshaaval. Soltumata esimese kohukese valikust, on teise kohukese
valikuks 7 voimalust ja seejuures 4 voimalust on valida esimesest erinevat

sorti kohuke. Seega t6enédosus, et voetud kaks kohukest on erinevat sorti,

4
on —.
7

. (Urve Kangro)

Leia suurim ja vdhim kiimnekohaline arv, mis sisaldab kéiki numbreid ning
jagub 11-ga.
Vastus: suurim 9876524130, viahim 1024375869.

Lahendus. Selleks, et arv jaguks 11-ga, peab tema paarisarvulistel ja paari-
tuarvulistel kohtadel olevate numbrite summade vahe jaguma 11-ga. Kuna
koigi numbrite summa on 45, ei saa need summad olla vordse paarsusega,
vaid nende vahe peab olema arvu 11 paaritu kordne. Vahe ei saa olla 33, sest
siis peaks vdiksem summa olema 6 ja suurem summa 39, aga viie koige véik-
sema numbri summa on 10. Ammugi ei saa vahe olla 55 voi suurem. Seega
peab vahe olema 11, mis tdhendab, et need summad peavad olema 17 ja 28.

Neli koige suuremat numbrit, millega kiimnekohaline arv saab alata, on
9876. Ulejddnud paaritutel kohtadel olevate numbrite summa peaks siis ole-
ma 28 — 9 — 7 ehk 12 ja paaris kohtadel olevate numbrite summa 17 — 8 — 6
ehk 3. Seega paaritutel kohtadel on numbrid 3, 4, 5 ja paaris kohtadel 0, 1,
2 ning need tuleb paigutada kahanevas jarjekorras.

Neli koige vdiksemat numbrit, millega kiimnekohaline arv saab alata, on
1023. Niitid peaks iilejadnud paaritutel kohtadel voi paaris kohtadel oleva-
te numbrite summa olema 17 — 3 ehk 14, aga vdhim kolme numbri summa
jarelejadnutest on 4 + 5 + 6 ehk 15. Seega sellise algusega sobivaid kiim-
nekohalisi arve pole. Jirgmine vdhim voimalik arvu algus on 1024. Sellisel
juhul peab iilejadnud paaritutel kohtadel olevate numbrite summa olema
17 — 1 — 2 ehk 14 voi iilejadnud paaris kohtadel olevate numbrite summa
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olema 17 — 0 — 4 ehk 13. Viimane variant ei ole voimalik, sest vihim kolme
numbri summa jérelejidnutest on 3 + 5 + 6 ehk 14. Seega paaritutel kohta-
del on numbrid 3, 5, 6 ja paaris kohtadel 7, 8, 9 ning need tuleb paigutada
kasvavas jarjekorras.

. (Hendrik Vija)

Leia avaldise \/ 2024 + 640v'10 — v 1000 vaartus.
Vastus: 32.
Lahendus. Tdhistame otsitava vastuse muutujaga a ja kirjutame antud vor-

duse kujul \/2024 + 640v10 = a + v/1000. Tdstes pooled ruutu, saame
2024 + 640v/10 = a® + 1000 + 2a/1000. See vordus on ilmselt tdene, kui
2024 = a® + 1000 ja 640v10 = 2av/1000. Molemat viimast vordust rahul-
dab a = 32. Kuna 32 + V1000 = 0, siis rahuldab a = 32 ka algset vordust

2024 + 640V 10 = a + vV 1000. Seega antud avaldise vaartus on 32.

. (Sandra Schumann, Aleksei Ganyukov)

Teravnurkse kolmnurga ABC tippudest B ja C tommatud korguste alus-
punktid on vastavalt E ja F. Nurkade EBF ja ECF poolitajad 16ikuvad
punktis P.

a) Leia nurga BPC suurus.

b) Toesta, et |PE| = |PF]|.

Lahendus 1. Tdhistame ZCAB = «. Tdisnurksetest kolmnurkadest ABE ja
ACF saame vastavalt ZABE = 90° — a ja ZACF = 90° — a.

a) Olgu X kiire BP loikepunkt kiiljega AC ja Y kiire CP l6ikepunkt kiil-
1 1
jega AB (joonis 11). Siis ZABX = > (90° - a) = 45° - S Kolmnur-

1 1
gast ABX saame niitid ZAXB = 180° — a — (450 - Ea) =135° - S

1
Sarnaselt leiame LAY C = 135° — Ea. Nelinurgast AXPY saame niitid

Joonis 11 Joonis 12
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b)

1 1
/XPY =360° —a — (135° - Ea) - (135° - Ea) = 90°. Lopuks saame

tippnurkadest /BPC = /XPY = 90°.

Kuna ZECF = ZEBF, siis asuvad punktid B, C, E, F iihel ringjoonel
ehk kolmnurkade EBF ja ECF timberringjooned iihtivad. Nurga EBF
poolitaja jaotab pooleks ka selle ringjoone kaare EF; sama teeb nurga
ECF poolitaja. Jarelikult nurkade EBF ja ECF poolitajate 16ikepunkt P
asub kaare EF keskpunktis. Kuna vordsetele kaartele vastavad vordsed
koolud, siis |PE| = |PF]|.

Lahendus 2.

a)

b)

Tdhistame ZCAB = a, ZABC = f ja ZBCA = y. Tdisnurksetest
kolmnurkadest ABE ja ACF saame vastavalt ZABE = 90° — a ja

1
ZACF = 90° — a. Seega /PBC = ZABC — ZABP = f - > (90° — a)
1

ja ZPCB = ZACB ~ ZACP =y - 3 (90° — ), kust

ZPBC+ ZPCB = ,B—%(90°—a)+y—%(90°—a):

B+y-(90°-a)=
a+ f+y—90° =180° - 90° = 90°.

Kokkuvéttes ZBPC = 180° — (LPBC + ZPCB) = 180° — 90° = 90°.

Taisnurkse kolmnurga BCE timberringjoone keskpunkt asub hiipote-
nuusi keskpunktis ja raadius vordub poole hiipotenuusi pikkusega. Ka
tdisnurkse kolmnurga BCF iimberringjoone keskpunkt asub hiipote-
nuusi keskpunktis ja raadius vordub poole hiipotenuusi pikkusega. Ku-
na molema kolmnurga hiipotenuus on BC, on kolmnurkadel BCE ja
BCF iihine iimberringjoon. Osast a) jareldub, et ka kolmnurk BCP on
tdisnurkne ja tema hiipotenuus on BC, millest tulenevalt on ka kolm-
nurgal BCP sama timberringjoon (joonis 12). Piirdenurkade omadusest

1 1
saame /PEF = ZPBF = 5 (90° — a) ja ZPFE = /PCE = > (90° - a).
Seega /PEF = /PFE, millest tulenevalt |PE| = | PF]|.

Lahendus 3. Lahendame mélemad osad korraga. Et Z/BFC = 90° = ZBEC,
on BFEC kodlnelinurk diameetriga BC. Jarelikult /FBE = Z/FCE. Seega
ka ZFBP = /FCP, mistottu BFPC on kdolnelinurk ehk P asub nelinurga
BFEC umberringjoonel. Seega /BPC = 90°. Kuna ka /FBP = /EBP, on
kaared FP ja EP vordsed, kust |FP| = |EP|.

. (Birgit Veldi)

Tahti ja Arvi kirjutavad tahvlile vastavalt tdhe- ja numbrijarjendeid. Tahti
tahab koostada eesti tdhestiku 27 tdhest kdikvoimalikud 5-tdhelised jéarjen-
did, milles kaks taishéélikut (a, e, i, 0, u, 0, 4, 6, 1) poleks korvuti ja koige vii-
mane tdht poleks tdpitdht (6, 4, 0, 11). Arvile meeldib viga number 3. Seetot-
tu soovib ta kirjutada Tdhti jarjendist 3 korda pikemaid numbrijdrjendeid,
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kasutades vaid numbreid 1, 2 ja 3. Alati, kui Arvi jdrjendis on 3-ga jaguva
jarjekorranumbriga kohal number 3, siis eelmisel ega jargmisel 3-ga jaguva
jarjekorranumbriga kohal number 3 olla ei tohi. Samuti tahab Arvi, et kui te-
ma jdrjend 1opeb 3-ga, siis viimase 3 numbri summa vahim algtegur poleks
vdiksem kui 3. Kas Arvi kirjutatavate jarjendite arv on suurem, vidiksem voi
niisama suur kui Tdhti kirjutatavate jarjendite arv?

Vastus: niisama suur.

Lahendus 1. Jaotame Arvi jarjendid kolmest numbrist koosnevateks plokki-
deks. Numbritest 1, 2 ja 3 saab kokku moodustada 27 erinevat kolmest jér-
jendit. Nditame, et iga sellise ploki saab vastavusse panna iihe tdhega nii,
et Téhti ja Arvi kirjutatavatele jarjenditele kehtivad samad tingimused. Kol-
mest numbrist koosnevaid plokke, mis 16pevad 3-ga, on 9; seame need vas-
tavusse tdishéddlikutega, mida on samuti 9. Kuna kaks tdishadikut pole kor-
vuti parajasti siis, kui kahe jérjestikuse ploki viimane number pole 3, siis on
sellekohased tilesande tingimused tiiksteisega vastavuses. Tingimus, et vii-
mase kolme numbri summa vidhim algtegur pole vdiksem kui 3, on sama-
vadrne tingimusega, et viimase 3 numbri summa on paaritu. Selliseid 3-ga
loppevaid plokke on tdpselt 5: 113, 133, 223, 313, 333. Need seame vastavus-
se tahtedega a, e, i, 0, u. Nii saame vastavuse ka tingimusele, et viimane tidht
Tahti jarjendis ei tohi olla tapitédht.

Nii tekib Téhti ja Arvi tingimustele vastavate jarjendite vahel tiksiihene vas-
tavus. Seega kirjutavad molemad tihepalju jarjendeid.

Lahendus 2. Arvutame vilja Tdhti ja Arvi tehtud jdrjendite arvud ja vordleme
neid.

Téihti jéirjendid. Téhistagu k kaashéilikut, ¢ tdishadlikut ja ¢’ tdishdalikut,
mis ei tohi olla tdpitdht. Vaatame voimalusi nende paigutamiseks Tahti jar-
jenditesse.

e Kui pole iihtegi tdishdilikut, on ainus variant kkkkk ja kuna iga kaas-
héaliku jaoks on 27 — 9 ehk 18 vdimalust, annab see 18° voimalust.

* Uhe tidishailikuga variandid on tkkkk, ktkkk, kktkk, kkktk, kkkkt'.
Siit saame kokku 4 - 18% -9 + 18* - 5 voimalust.

* Kahe tdishiilikuga variandid on tktkk, tkktk, tkkkt', ktktk, ktkkt',
kktkt', mis annavad kokku 3 - 18 - 9 - (9 + 5) vdimalust.

e Kui on kolm tdishailikut, on ainus variant tktkt', mis annab 182 -9% -5
voimalust.

Rohkem tdishédilikuid ei saa olla, sest muidu oleks moned neist korvuti. See-
ga Tahti jarjendeid kokku on

T=18+4-18*-9+18*-5+3-18%-9.-(9+5) +18%-9%2.5 =
=38.2%.(3%.2%+32.28 +2%.5+3.2-14 +5) =38 . 2%. 325,
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Arvi jérjendid. Paneme tdhele, et 1., 2.,4.,5.,7., 8., 10. ja 11. numbrile piiran-
guid pole, seega on nende valikuks 3% voimalust.

Kui viimane number on 3, siis viimased 3 numbrit voivad olla 113, 223, 333,
133 voi 313. Seda on 5 voimalust. Kui viimane number ei ole 3, on viimase
3 numbri valikuks 3 - 3 - 2 ehk 18 voimalust.

Vaatame niitid 3., 6., 9., 12., 13., 14. ja 15. numbri voimalusi. Tdhistagu ¢
numbrit 3, k numbrit 1 véi 2 ning ' kolme viimast numbrit, mis l6ppe-
vad 3-ga ja k' kolme viimast numbrit, mis 3-ga ei loppe. Siis saame samad
voimalused nagu T#htil, ainult et kui Tdhti voimalus 16ppeb k-ga, siis Arvil
K -ga.
e Variant kkkkk' annab 2* - 18 voimalust.
e Kombinatsioonid tkkkk', ktkkk', kktkk', kkktk', kkkkt annavad
4-23.18 +2* - 5 voimalust.
e Kombinatsioonid tktkk', tkktk', tkkkt', ktktk', ktkkt', kktkt an-
navad 3 -2% - 18 +3- 2% . 5 voimalust.
e Variant tktkt' annab 4 - 5 voimalust.
Niitd liidame koik kokku.

A=3%.(2"-18+4-2%.18+2*.5+3.22.18+3-23.5+4.5) =
=3%.22.(2%.18+2%-18+2%-5+3-18+3-2-5+5) =3%.2%.325,

Saime, et Tédhti ja Arvi saavad iihepalju jarjendeid moodustada.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendused

1. (Hendrik Vija)

Leia koik reaalarvud k, mille korral vorrandil
(k+1)x* + 90kx + k* =0

leidub tépselt {iks reaalarvuline lahend x.
Vastus: —1,0,2024.

Lahendus. Kui kK + 1 = 0 ehk k = -1, on tegemist lineaarvorrandiga
—90x + 1 = 0, millel ilmselgelt leidub tédpselt iiks lahend. Ulejdénud juh-
tudel on tegemist ruutvorrandiga, millel leidub tépselt {iks lahend parajasti
siis, kui diskriminant on vordne nulliga ehk (90k)* —4(k+1)k?* = 0. Pirast te-
gurdamist vasakus pooles omandab see tingimus kuju 4k (45> — (k+1)) = 0.
Siitkas k =0voi k+1 = 452; viimasest vordusest saame k = 45% — 1 = 2024.

2. (Jaan Kristjan Kaasik)

Mingur veeretab korraga 3 iihesugust tdringut. Igal tdringul saab tulemu-
seks olla 1, 2, 3, 4, 5 vbi 6 silma. Mitu erinevat tulemust (silmade arvude
kolmikut) vo6ib méangur saada? Tulemused, mis erinevad tdringute jarjekor-
ra poolest, loetakse samaks.

Vastus: 56.

Lahendus 1. Voimalusi, kus koigil tiringutel on sama silmade arv, on sama-
palju nagu iga taringu visketulemusi ehk 6.

Jargmisena loendame voimalusi, kus silmade arv on kahel tiaringul sama ja
iihel neist erinev. Kahe tiringu iihise silmade arvu valikuks on 6 voimalust
ning sdltumata sellest valikust on kolmanda tédringu silmade arvu valikuks
5 voimalust. Seega niisuguseid voimalusi on kokku 6 - 5 ehk 30.

Lopuks loendame voimalusi, kus kaigil tdringutel on erinev silmade arv.
Neid on samapalju kui kombinatsioone 6 elemendist 3-kaupa ehk Cg‘. See-

.5.4
ehk 20.
2-1

ga niisuguseid voimalusi on 3

Koiki voimalusi kokku on jarelikult 6 + 30 + 20 ehk 56.
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Lahendus 2. Votame lisaks kasutusele 5 libatdringut, millel silmi margitud ei
ole. Tavaliste tdringute viske jarel asetame koik libatdringud iihte ritta ning
iga tavalise tdringu samma ritta vastavalt silmade arvule: iihed ldhevad koi-
ge ette, kahed esimese ja teise libatdringu vahele, kolmed teise ja kolmanda
libatdringu vahele jne kuni kuued koige 16ppu. Lopuks méargime iiles, mil-
listel positsioonidel on saadud reas libatdringud. See positsioonide hulk on
5-kaupa kombinatsioon arvudest 1,2, 3,4,5,6,7, 8.

Paneme tihele, et see kombinatsioon méérab tdringute visketulemuse tihe-
selt ning iga 5-kaupa kombinatsioon arvudest 1,2,3,4,5,6,7,8 on mingist
tdringute visketulemusest voimalik saada. Seega on taringute visketulemusi
samapalju nagu kombinatsioone 8 elemendist 5-kaupa ehk C3 ehk 56.

Medrkus. Lahendusega 2 sarnaselt on lihtne néidata, et n taringu korral on
erinevate tulemuste arv C>, <. Kui tiring oleks k-tahuline, siis oleks voima-

s k-1
lusi C) ;-

. (Martin Rahe)

Artur kirjutab tahvlile kéik naturaalarvud 1 kuni 2023. Seejarel on tal vai-
malik teha kahte tiiiipi kdike. Esimest tiiiipi kdigu korral valib ta tahvlilt su-
valised arvud x ja y, kustutab need ning kirjutab tahvlile arvu x° + y. Teist
tiitipi kdigu korral valib ta tahvlilt suvalised arvud x ja y, kustutab need ning
kirjutab tahvlile arvud 32x + 7y* + 2y ja 59y — 7y* — x. Kas Arturil on véima-
lik esimest ja teist tiilipi kdike vabalt valitud jarjestuses kasutades saavutada
olukord, kus ainsana on tahvlile jidnud mingi positiivne arv, mille viimased
neli numbrit on 20242

Vastus: ei.

Lahendus. Iga naturaalarvu viies aste 16peb sama numbriga nagu arv ise.
Sellest ndhtub, et iga tdisarvu viies aste annab 10-ga jagamisel sama jaagi
nagu arv ise. Seega esimest tiitipi kdigu puhul jadb tahvlil olevate arvude
summa jadk 10-ga jagamisel samaks. Teist tiilipi kdigu puhul on tekkinud
uute arvude summa 31x +61y. Kuna 10-ga jagamisel annab 31x sama jaagi
nagu x ja 61y sama jaigi nagu y, siis jaib ka teist tiitipi kdigu puhul tahvlil
olevate arvude summa jddk 10-ga jagamisel samaks.

Positiivne arv, mille viimased neli numbrit on 2024, annab 10-ga jagamisel

N . 2023 - 2024 .
jadgi 4. Arvude 1 kuni 2023 summa on aga — ehk 2023-1012, mille

jaak 10-ga jagamisel on 6. Seega ei ole Arturil voimalik saavutada soovitud
léppseisu.

Midrkus. Arvu jadk 10-ga jagamisel langeb kokku tema viimase numbriga,
kui tegemist on naturaalarvuga. Kuna tilesandes kirjeldatud protsessis voi-
vad tahvlile tekkida ka negatiivsed arvud ja negatiivseks voib saada ka nende
arvude summa, siis pole korrektne rddkida summa viimase numbri, vaid just
summa 10-ga jagamisel tekkiva jadgi sdilimisest.
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4. (Hendrik Vija)

a c e
Juku teostas digesti murdude liitmistehte > + i kusjuures arvud

a,b,c,d,e, f onkoik positiivsed. Kas on voimalik, et tehe jdab digeks ka siis,
kui igas murrus lugeja ja nimetaja dra vahetada (st kas on voimalik, et ka

vordus — + — = = on tdoene)?
a ¢ e
Vastus: ei.
. e a ¢ ad+bc. b d bc+ad
Lahendus 1. Paneme tihele,et — = —+ — = ——ja— + — = .
f b d bd a c ac
bc + ad
Seega tuleb vilja selgitada, kas on voimalik, et crad _ i Eelneva poh-
ac e
i = . Niisiis taandub kiisimus sellele, kas saab kehtida vordus
e ad + bc
bc + ad bd 5 . .. -
= . Vorde omaduse pohjal on viimane vordus samavédirne
ac ad + bc

vordusega abcd = (ad + bc)*. Kuna aga

(ad+bc)?—abed = (ad)? +2abcd+ (be)? — abed = (ad)?+ (be)? +abed > 0,
siis see vordus kehtida ei saa. Jarelikult ei ole véimalik, et kdigi murdude
pooramisel tekib toene vordus.

Lahendus 2. Naitame, et kui vordus % + % = % on toene, siis vordus
b d f _ . ~ _

— + — = = toene olla ei saa. Oletame viitevastaselt, et molemad vordused
a ¢ e

kehtivad. Korrutades nende vorduste vastavad pooled, on paremal pool tu-

d b
lemuseks 1 ning vasak pool lihtsustub kujule 2 + Z— + —2 . Viimane summa
c a

on ilmselt suurem kui 1, oleme saanud vastuolu.

Lahendus 3. Tédhistame x = g,y = 2, z = ? Siis z = x + ¥ ja, eeldusel et
1 1 1 +
tehe jadb oigeks lugejate ja nimetajate vahetamisel, ka — = — + — = u.

z x y Xy
Viimasest jareldub z = ﬂ. Kokkuvottes x+y = ﬂ,kust (x+y)? = xy.
xX+y xX+y

Sulgude avamisel ja sarnaste liikmete koondamisel saame x* + y* + xy = 0.
Kuna koik arvud on positiivsed, ei saa see vordus kehtida. Jarelikult ei ole
voimalik, et koigi murdude pooramisel tekib toene vordus.

c

e a a
Lahendus 4. Kuna koik arvud on positiivsed, siis ? = 5 + 3 > 3 See aga

b b d
tdhendab, et — > z, mistottu ka — + — > [ Jarelikult ei ole voimalik, et
e

a e a ¢
koigi murdude pooramisel tekib tdene vordus.

57



5. (Hdrmel Nestra)
Kolmnurgas ABC tdommatakse mediaan AK. Kas voib kindlalt vdita, et me-
diaani AK pikkus on viiksem kui:
a) kiilgede AB ja AC pikkuste aritmeetiline keskmine?
b) kiilgede AB ja AC pikkuste geomeetriline keskmine?

Vastus: a) jah; b) ei.
Lahendus 1.

a)

b)

Olgu A’ punkti A peegeldus punktist K (joonis 13). Et K poolitab nii
16igu BC kui ka loigu AA’, siis ABA'C on rodpkiilik, millest tulenevalt
|A’C| = |AB|. Kolmnurgavérratuse pohjal | AC|+|A'C| > |AA’|. Jérelikult

|AA'] < |AC| + |A'C| _ |AC| +|AB|

|AK]| =
2 2 2

ehk AK pikkus on vdiksem kui AB ja AC pikkuste aritmeetiline keskmi-
ne. Seega antud vdide kehtib igas kolmnurgas.

Nditame, et antud vidide koigis kolmnurkades ei kehti. Piisab néida-
ta, et see vdide ei kehti koigis tdisnurksetes kolmnurkades tdisnurga-
ga tipu A juures. Fikseerides tipud B ja C, saab A olla suvaline tippu-
dest B ja C erinev punkt ringjoonel diameetriga BC; séltumata punk-
ti A asukohast, on mediaani AK pikkus vordne selle ringjoone raa-
diusega (joonis 14). Kiilgede AB ja AC pikkuste geomeetriline keskmi-
ne \/|AB| - |AC| aga vordub ruutjuurega kolmnurga ABC kahekordsest
pindalast. Liigutades tippu A kuitahes ldhedale tipule B vo6i C, liheneb
kolmnurga ABC pindala ja tihtlasi ka ruutjuur tema kahekordsest nul-
lile, mistottu kiilgede AB ja AC geomeetriline keskmine saab véikse-
maks mediaani AK pikkusest. Jarelikult tilesande vdide igas kolmnurgas
ei kehti.

A

A K
Joonis 13 Joonis 14

58



Lahendus 2. Tahistame a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| ja m = | AK|. Mediaani
V2b? +2c2 - a?

pikkuse valemi péhjal m = 5

a) Valemit kasutades saame
b+c V2b%+2c:2—a®> b+c
< — < —

2 2 2
— V2b2+2c2-a’<b+c
— 202 +2F - < b +2bc+ ¢
— P+ -d®><2bc = b -2bc-c*<ad® =
— (h-0’<a®> < |b-cl<a.

Viimane vorratus aga kehtib igas kolmnurgas.
b) Valemit kasutades saame

,/2b2 22_ 2
m<Vbe < #dﬁ@
= V202 +2¢2- a2 <2Vbc <

— 21> +2¢* - @® < dbe =
— 2% —4dbc+2c% < a* =
— 2b-0*<ad® = V2lb-cl<a.

Viimane vorratus ei kehti nditeks kui a = b = 4 ja ¢ = 1, sest 3v2 > 4.
Midrkus. Lahenduses 2 kasutatud mediaani pikkuse valem on lihtsasti tule-
tatav koosinusteoreemi abil. Téepoolest, olgu 6 = ZAKC; siis koosinusteo-
reemist kolmnurkades AKC ja AKB saame vastavalt

a\2
b? m2+(§) —amcos?,

a\2
= m?+ (5) — am cos(180° — §).

Kuna cos(180° — §) = — cos §, siis nende kahe vorduse vastavate poolte liit-
2

. a . .
misel saame b* + ¢® = 2m?* + Ex kust suuruse m avaldamisel saamegi
V2b? + 2¢% — a?

2
Lahendus 3.

b+¢
-

a) Tihistame AC = b, AB = ¢ja AK = /i ning /BAC = a. Siis i1 =

Kasutades vektorite skalaarkorrutist ja -ruutu, saame

-~ - 2
> 4)\2 b+ ¢ = R
. \/ﬁz\(b+6) _ ( +C) _ b2+§hc+62:

m| =
2 2

Vb1 + 12 + 21Bl1El cos
5 .
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Kuna cos a < 1, siis ZIBIIEI cosa < ZIEIIEI, millest tulenevalt

- 2
. Ve ez vemia B+ 54
i = = .

2 2 2

Seega AK pikkus on vdiksem AC ja AB pikkuste aritmeetilisest keskmi-
sest.

b) Fikseerime |AC| = b ja |AB| = c¢ nii, et b # c. Téhistame ZBAC = «
ja vaatleme protsessi @ — 0. Piirjuhul a = 0 oleks AK pikkus vordne b
ja c aritmeetilise keskmisega. On teada, et erinevate positiivsete arvu-
de aritmeetiline keskmine on geomeetrilisest keskmisest alati suurem;
kuna AK pikkus muutub vaadeldavas protsessis pidevalt, saab jéreli-
kult leida kiillalt vdikse a > 0, mille puhul AK pikkus on suurem AC ja
AB pikkuste geomeetrilisest keskmisest. Seega kiisitud véide tildjuhul ei
kehti.

6. (Hdrmel Nestra)

Tasandil mérgitud n sirget l6ikuvad kokku k erinevas punktis Py, ..., Pi. Té-
histagu p; punktis P; 1dikuvate margitud sirgete arvu. Tdesta vorratus

pf+...+pis2n(n—1).

Lahendus 1. Paneme tdhele, et p;(p; — 1) on punktis P; 16ikuvate erinevate
margitud sirgete jarjestatud paaride arv. Koigi margitud sirgete jérjestatud
paaride arvon n(n — 1). Kuna iga kaks erinevat sirget 16ikuvad tilimalt {ihes
punktis, siis

pipr—D+...+prpr—1) <snn-1). (1)

Avades vasakul pool vorratust sulud ja viies lineaarliikmed paremale poole,
saame
pi+...tpi<nn-D+(pr+...+pp). )

Paneme tdhele, et 0 < p;(p; — 2), sest p; = 2 (igas ldikepunktis kohtub
vdhemalt 2 sirget). Jarelikult p; < p;(p; — 1), mistottu vorratuse (1) pdhjal
p1+ ...+ pr < n(n —1). Vorratusest (2) saame niitid

pf+...+pisn(n—1)+n(n—1)=2n(n—1).

Mdrkus. Vorratust p +...+ py < n(n—1) voib tdestada ka loendades laike-
punktide ja sellega 16ikuvate sirgete paare. Loendades paare 16ikepunktide
kaupa, on selliseid paare p; +...+ py. Loendades paare sirgete kaupa, on sel-
liseid paare maksimaalselt n(n — 1), sest igal sirgel saab olla maksimaalselt
n — 1 16ikepunkti.

60



Lahendus 2. Paneme tdhele, et kui koik mérgitud sirgete paarid 16ikuvad
1

erinevates punktides, siis 16ikepunkte on tédpselt En(n — 1) ja igas punk-

tis loikub tépselt 2 margitud sirget. Seega tdestatav vorratus omandab kuju

1
4 - En(n —1) < 2n(n - 1), mis kehtib vordusena.

Niitid oletame, et mingid m margitud sirget 16ikuvad iihes punktis, kus
m > 2. Kui me nihutame iiht neist sirgetest veidi, siis endist 16ikepunkti jaib
labima m—1 mérgitud sirget, juurde aga tekib m—1 16ikepunkti, millest igas
I6ikub 2 mérgitud sirget. Ilmselt saab nihke teha nii, et tiheski teises kohas ei
tekiks juurde selliseid punkte, kus l6ikub rohkem kui 2 mérgitud sirget. Nih-
ke tulemusel kaob iilesande vorratuse vasakult poolt liidetav m? ja lisandub
summa (m — 1)? + 4(m — 1). Seega suureneb iilesande vorratuse vasak pool
(m - 1%+ 4(m — 1) — m? ehk 2m — 3 vorra (ja voib suureneda veel, kuna
nihutatav sirge voib 1dbida ka monda teist punkti, kus 16ikub rohkem kui 2
margitud sirget).

Jérelikult on iilesande vorratuse vasak pool suurim, kui kéik margitud sirge-
te paarid 16ikuvad erinevates punktides. Kuna sel juhul vorratus kehtib, siis
kehtib see vorratus koigil juhtudel.

Lahendus 3. Olgu meil k x n tabel, mille read vastavad ldikepunktidele
Py,..., Py ja veerud vastavad sirgetele si,...,s,. Kui sirge s; ldbib loike-
punkti P;, siis kirjutame lahtrisse (i, j) arvu p;, vastasel juhul kirjutame
lahtrisse 0. Arvutame tabeli k6igi arvude summa S kahel viisil.

Summeerides arvud ridade kaupa, paneme tdhele, et reas i on p; kirjas p;
korda, seega reas i on arvude summa p?. Jarelikult S = pf + 4+ pi. Sum-
meerides arvud aga veergude kaupa, paneme tdhele, et veerus j on kirjas p;
iga Ioikepunkti P; jaoks, mida sirge s; ldbib. Esitades védértused p; summa-
na 1 + (p; — 1), ndeme, et veerus j loendatakse iihe korra iga 16ikepunkti,
mida sirge s; ldbib (vasakpoolsed liidetavad), ja iihe korra sirge s; iga 16i-
kumist méne muu sirgega (parempoolsed liidetavad). Kuna iga kaks sirget
ldikuvad tlimalt iihe korra, siis on 16ikepunktide arv iilimalt n — 1 ja ka 16i-
kumiste arv mone muu sirgega iilimalt n — 1, seega veerus j olevate arvu-
de summa on ilimalt 2(n — 1). Jdrelikult S < 2n(n — 1) ning kokkuvottes
pf+...+p,2C <2n(n-1).

Lahendus 4. Toestame vorratuse matemaatilise induktsiooni abil. Baasjuhul
n = 1 on vorratuse kumbki pool 0, nii et vorratus kehtib.

Eeldame niiiid, etiga n sirge konfiguratsiooni korral p; +-- -+ py < 2n(n-1)
kehtib. Toestame niitid iilesande viite n + 1 jaoks, lisades iihe sirge s.
Eeldame, et s ldheb ldbi ¢; sellise 16ikepunkti, mida enne sirge s lisa-
mist 1dbis i sirget (ehk niilid labib i + 1 sirget). Seega s 16ikub kokku
014205 +...+ nl, sirgega. Kuna iga kaks sirget 16ikuvad tilimalt {ihe korra,
siis 1 +20» + ...+ nl, < n.
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Vaatame niiiid, kuidas suureneb kumbki vorratuse pool. Vorratuse parem
pool kasvab 2(n + 1)n — 2n(n — 1) = 4n vorra. Vorratuse vasak pool kasvab
aga (1-2%+ 05 (32 =29 + 03 (4* = 3%) +...+ £, (n + 1)* — n?) vorra. Kuna
aga 22 = 4ja (x + 1)> — x* = 2x + 1 < 4x, siis

01224053 =2+ .+ 0, (n+1)? —n?) <4l +205 + ...+ nly) < 4n.
Jarelikult parem pool kasvab vdhemalt sama palju kui vasak pool, seega vor-

ratus kehtib ka iga n + 1 sirge konfiguratsiooni korral. Sellega on téestatud
induktsiooni samm, mistottu vorratus kehtib iga n jaoks.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor Uldjuhend

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise iildised pohimotted ning seejdrel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud mottekdigud, kui need on ametlikult puhtandipaberilt
viidatud). T66 mustandi arvestamine voi mittearvestamine iilesande lahen-
duse hulka on hindaja otsustada (voi piirkonna hindamiskomisjoni iihine
otsus koigi lilesannete suhtes), kuid see peab toimuma koigis t6ddes iiht-
moodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oliimpiaadi I osa (testi) ning koikide iilejaanud
iile sannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud voi kirjeldatud vastused, mil-
le eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi iiks punkt (st vastavaid punkte
iihe kiisimuse piires ei fule liita). Testitilesannete lahendusi dpilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad tilesannete lehel vastavale punktiirile vdi tilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste {ilesannete kohta tuleb esitada tdielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud voimalust médda osadeks (etappideks) ning on ndidatud iga
osa eest antav punktide arv (st iihe tilesande eest antava punktisumma saa-
miseks tuleblahenduse erinevate osade eest antud punktid liita).

Mones skeemis on mone etapi kirjelduse all (,, Sealhulgas:“ jarel) alapunkti-
dena vilja toodud konkreetse etapi vdiksemate osade eest antavad punktid
—need ldhevad kiiku juhul, kui lahenduse see etapp on ebatdielik voi vigane
ja selle osa tdispunkte seetdttu ei saa anda. Alamosade punktid tuleb oma-
vahel samuti liita.

3. Ziirii lahendustes ja kdesolevates hindamisjuhistes on iilesannete vastused
esitatud enamasti ainult {ihel, lihtsaimal v6i koige tdendolisemalt esineval
kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sama vastuse
teised moistlikud esitusviisid — sh taandatud hariliku murruna, segaarvu-
na, kimnendmurruna, sonadega vélja kirjutatuna —, seejuures ka osana pi-
kemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisonaga voi koos selgitustega) antud
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vastusest. Juhud, kus iilesande sisu tingib erandeid sellest iildreeglist, on
eraldi mainitud vastava iilesande hindamisjuhises.

Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud iihikutes avaldub. Nditeks kiisimusele ,Kui suur pindala ...?“
saab oige vastus olla ,, 120 cm?“, kuid mitte ,120* (kui iilesande tekstis po-
le kasutatud tihikuta pikkusi/pindalasid). Teistes tihikutes véljendatud sa-
ma suurus tuleb lugeda digeks, niiteks vastused , 120 cm?“ja , 1,2 dm?“ on
samavéirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui iilesandes on kiisitud kind-
late tihikute arvu. Nditeks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...?“ antud
vastused ,120“ ja ,, 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel nagu
kiisimusele ,Mitu karu ... ?“ antud vastused ,,3“ ja ,,3 karu“ (vastus koos lii-
gisonaga). Teistes iithikutes antud vastus tuleb aga lugeda valeks, vastused
,120 cm?“ ja, 1,2 dm?“ ei ole siin samavidrsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, et iga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult iihe
sellise skeemi jirgi (selle jargi, mille kohaselt ta saaks koige rohkem punkte).

. Enamiku iilesannete korral (v.a testid ja toestusiilesanded) on hindamisju-
histe 16pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult dige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on tilesande kohta toodud ainult Gige
vastus voi dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste toodes ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud iilesandest on opilasel lahendatud, kasutades lahenduse
iiksikute osade kaalu madramisel voimaluse korral vordluseks punktide jao-
tust meie pakutud hindamisskeemides.

. Mistahes téieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal juhul
anda maksimumpunktid, sdltumata selle lahenduse pikkusest voi otstarbe-
kusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 333: 2p
2. o Antud dige vastus 12: 2p
3. o Antud o6ige vastus 14 eurot: 2p

o Antud vastuseks 14 ilma tihikuta voi vale tihikuga: 1p
4. o Antud bige vastus 6: 2p
5. o Antud dige vastus 9: 2p

o Antud vastuseks 9 koos vale tihikuga: 1p
6. o Antud bige vastus 40°: 2p

o Antud vastuseks 40 ilma kraadimargita: 1p
7. o Antud téielik 6ige vastus 23 ja 26: 2p

o Antud vastuseks kas 23 voi 26 iiksi voi koos iihe vale arvuga voi
23 ja 26 molemad koos iihe vale arvuga: 1p

o Antud vastuseks ainult valed arvud voi iiks voi kaks diget arvu
koos kahe v6i enama vale arvuga: Op
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 48: 2p
. 1008
o Antud vastus taandamata murru kujul (nt 7): 0p
2. o Antud dige vastus 927: 2p
3. o Antud o6ige vastus 52: 2p
4. o Antud dige vastus 48: 2p
5. o Antud 6ige vastus 7: 2p
o Antud vastuseks 7 koos vale tihikuga: 1p
6. o Antud bige vastus 70°: 2p
o Antud vastuseks 70 ilma kraadimargita: 1p
7. o Antud dige vastus 4: 2p
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass

I osa hindamisjuhised

1.

o

[e]

Antud dige vastus 6:

12

Antud vastus taandamata murru kujul (nt ?):
Antud bige vastus 18:

. _. 5
Antud 6ige vastus 1,25 (voi —):

4
10

Antud vastuseks r vo6i mdni muu Gige vadrtusega taandamata
murd:
Antud 6ige vastus 30:

Antud Gige vastus 36 cm?:
Antud vastuseks 36 ilma iihikuta voi vale {thikuga:

Antud 6ige vastus 15°:
Antud vastuseks 15 ilma kraadimargita:

Antud téielik dige vastus 9 ja 27:

Antud vastuseks kas 9 voi 27 {iksi voi tihe vale arvuga v6i 9 ja 27
molemad koos iihe vale arvuga:

Antud vastuseks ainult valesid arve voi iiks voi kaks diget arvu
koos kahe voi enama vale arvuga:
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o
[0

o

o

[e]

Ammendavalt pohjendatud, miks A = 1:
Ammendavalt pohjendatud, miks B = 8:
Ammendavalt pohjendatud, miks C = 4:
Jareldatud, et D = 0:

Leitud 6ige summa 13:

Ip
2p
2p
lp
Ip

Ainult dige vastuse (13) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti. Kui lisaks on
esitatud tdielik 6ige asendus (A = 1, B = 8, C = 4, D = 0) ilma pohjenduseta,
siis anda 3 punkti. Ainult tdieliku dige asenduse eest, kui selgitused ja dige
vastus puuduvad, anda 2 punkti.

2. o

[e]
[e]

o

Pohjendatud, et ritta kirjutatavatest arvudest vdhim on 289 ja
suurim on 2312:

Sealhulgas:
* Koostatud dige vorrand kas vdhima vo6i suurima arvu leid-
miseks:

Loendatud seitsmed digesti sajaliste kohal:
Loendatud seitsmed 6igesti kiimneliste kohal:
Loendatud seitsmed 6igesti iiheliste kohal:
Leitud 6ige summa 602:

Ainult dige vastuse (602) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

3. Anname kaks eraldi skeemi erinevate ldhenemiste hindamiseks.

Ziirii lahendusele 1 vastav skeem:

o

o

o

Mairgitud, et kolmnurga CK D pindala on pool ristkiiliku ABCD
pindalast:

Pohjendatud, et ristkiiliku ABCD pindala on 15 cm?:
Jareldatud, et |AD| = 3 cm (v6i |[BC| = 3 cm):

4
Pohjendatud, et |[KL| = 3 cm:

Pohjendatud, et |[BK| = 3 cm:
Jareldatud, et CKB on vordhaarne tdisnurkne kolmnurk:
Jareldatud, et ZCKL = 45°:

Ziirii lahendusele 2 vastav skeem:
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o

o

Mirgitud, et kolmnurkade CKL, CLB ja AKD alused suhtuvad
nagu pindalad:
Koostatud dige lineaarvorrand, millest on voimalik leida 16igu
KL poolpikkus:

- 4

Oigesti leitud |KL| = 3 cm:

Pohjendatud, et |[BK| = 3 cm:

Pohjendatud, et |AD| = 3 cm (v6i |BC| = 3 cm):
Jareldatud, et CKB on vordhaarne tdisnurkne kolmnurk:
Jareldatud, et ZCKL = 45°:

Ip

Ip
lp
lp
lp
lp
lp

4
Ainult tdieliku 6ige vastuse (§ cm, 45°) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

4
Ainult ithe poole (5 cm voi 45°) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

Leitud kaartele kirjutatud arvude summa 9:

Jareldatud, et algusruutu kirjutatakse tegevuse kidigus koik natu-
raalarvulised 9 kordsed ja ainult need:

Vaadatud 14bi juht, kus 2024 tekib ruutu A, ja saadud vastuolu:
Vaadatud l&bi juht, kus 2024 tekib ruutu B, ja jareldatud, et see
on voimalik:

Vaadatud 14bi juht, kus 2024 tekib ruutu C, ja saadud vastuolu:
Vaadatud 14bi juht, kus 2024 tekib ruutu D, ja saadud vastuolu:

Vaadatud ldbi juht, kus 2024 tekib ruutu E, ja jareldatud, et see
on voimalik:

Ip

Ip
Ip

Ip
Ip
Ip

Ip

Kui konkreetsete ruutude ldbivaatust pole tehtud, aga on leitud arvule 2024

ldhimad kaks 9 kordset 2016 ja 2025, siis anda selle eest 1 punkt lisaks.

Ainult tdieliku dige vastuse (B, E) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti. Ainult
iithe 6ige ruudu voi iihe dige ja iihe vale ruudu eest ilma selgitusteta anda
1 punkt. Kui 6igeid ruute pole voi on rohkem kui 1 vale ruut, siis selgituste
puudumisel anda 0 punkti.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o Koostatud vorrand 3(5a + b) = a + 5b voi sellega ilmselgelt sa-

mavédirne vorrand: 2p
o Vorrand lihtsustatud kujule 7a = b: 1p
o Pdhjendatud, et emal oli poodi minnes 36 mingi kordse jagu

eurosid: 1p
o Leitud 36 ainus kordne 72, mis on 50 ja 100 vahel: 1p
o Pohjendatud, et poes kulutas ema 48 eurot: 2p

Ainult dige vastuse (48 eurot) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti, tihiku
puudumise voi vale tihiku korral 1 punkt.

2. o Lahendatud osa a): 4p
Sealhulgas:
e Ammendavalt pohjendatud, et Z/ACB = 40°: 3p
e Jdreldatud, et kolmnurga ABC sisenurkade suurused on
40°,70°,70°: Ip
o Lahendatud osa b): 3p
Sealhulgas:
e Pohjendatud, et kolmnurk ACD on vordkiilgne: I1p
e Jareldatud, et kolmekordne 16igu AC pikkus vordub kolm-
nurga ACD iimbermddduga: 1p
e Pohjendatud, miks nelinurga ABDC timbermo6t on kolm-
nurga ACD timbermdéodust suurem: 1p

Ainult osa a) tdieliku dige vastuse (40°,70°,70°) eest ilma selgitusteta anda
1 punkt. Osa b) tédieliku dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
3. Anname kaks eri skeemi erinevate ldhenemiste hindamiseks.
Ziirii lahendusele 1 vastav skeem:
o Vaadeldud punkti C, kus auto joudis esmakordselt jalgratturile

jarele: 1p
o Ammendavalt pohjendatud, et punktide A ja C vaheline kaugus
on 15 km: 2p
Sealhulgas:
* Koostatud punktide A ja C vahelise kauguse leidmiseks dige
lineaarvérrand: Ip
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4.

o Ammendavalt péhjendatud, et punktide C ja B vaheline kaugus

on 45 km: 3p
Sealhulgas:
* Koostatud punktide C ja B vahelise kauguse leidmiseks dige
lineaarvorrand: 2p
o Jdreldatud, et punktide A ja B vaheline kaugus on 60 km: 1p

Kui lahenduse teises pooles on vaadeldud punktide C ja B vahelise kauguse
asemel kohe punktide A ja B vahelist kaugust ja koostatud lineaarvorrand
selle leidmiseks, siis arvestada punktide A ja B vahelise kauguse leidmise
eest 4 punkti, sealhulgas 6ige vorrandi koostamise eest 3 punkti.

Ziirii lahendusele 2 vastav skeem:

o Vaadeldud punkti C, kus auto joudis esmakordselt jalgratturile

jarele: 1p
o Ammendavalt pohjendatud, et jalgrattur kattis punktide A ja C
vahemaa 3 tunniga: 2p
Sealhulgas:
* Koostatud dige lineaarvorrand, leidmaks aeg, millega jalg-
rattur kattis punktide A ja C vahemaa: 1p
o Ammendavalt pohjendatud, et jalgrattur kattis punktide A ja B
vahemaa 2 tunniga: 3p
Sealhulgas:
» Koostatud oige lineaarvorrand, leidmaks aeg, millega jalg-
rattur kattis punktide A ja B vahemaa: 2p
o Jdreldatud, et punktide A ja B vaheline kaugus on 60 km: 1p

Ainult 6ige vastuse (60 km) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti, tihiku puu-
dumise voi vale tihiku korral 1 punkt.

o Leitud koik 6-ga jagamisel tekkivad jadgid: 1p
o Pohjendatud, et iga 6 kdigu jdrel on kirjutatav arv 15 vorra suu-

rem: 1p
o Pohjendatud, et 2024 tekib ruudustikule 807 kidigu jérel (voi liht-

salt paaritu arvu kdikude jarel): 1p
o Vaadeldud ruudustiku varvimist malekorras: 1p
o Ammendavalt pohjendatud, et 2024 saab tekkida vaid nurgaruu-

duga vastasvéarvi tthikruutu: 1p
o Ammendavalt péhjendatud, et 2024 saab tekkida igasse nurga-

ruuduga vastasvarvi tthikruutu: 1p
o Leitud nurgaruuduga vastasvarvi ruutude arv 24: 1p

Ainult dige vastuse (24) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o Leitud, etigasse pesumasinasse peab minema 7 paari sokke:
o Leitud, et iga pesumasin peab s66ma 7 sokki:
o Leitud ko6ik voimalused punaste (voi roheliste) sokkide paaride
nouetekohaseks jaotamiseks:
Sealhulgas:
* Eelnevast jdreldatud, et igasse pesumasinasse peab mine-
ma paaritu arv punaste sokkide paare (v4i vastavalt 1 kuni
3 roheliste sokkide paari):

o Pohjendatud, et iilejddnud sokkide jaotamine on iiheselt mééra-
tud:

o Loendatud sobivad voimalused:

Ainult dige vastuse (6) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

2. o Avaldatud nurga ABD (vdi ACE) suurus nurga BAC suuruse
kaudu:
o Avaldatud vordhaarse kolmnurga ABD (vastavalt ACE) alusnur-
ga suurus nurga BAC suuruse kaudu:

o Avaldatud nurga CAD (vastavalt BAE) suurus nurga BAC suu-
ruse kaudu:

o Sarnaselt tuletatud nurga BAE (vastavalt CAD) suurus voi sim-
meetria pohjal vdidetud, et /BAE = ZCAD:
o Arvutatud ZDAE = 90°:

Ainult 6ige vastuse (90°) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

3. o Ammendavalt pdhjendatud, et basseini tditumiseks kulub suure
9
toru kaudu 3 tundi ja vdikse toru kaudu 3 tundi:

Sealhulgas:

e Vorrandi kujul voi sonadega viljendatud seost, et basseini
suure toru kaudu tditumise 3-kordse ja 1-kordse aja vahe
on 3 tundi (v6i analoogset seost vdikse toru kaudu tditumise
aja suhtes):

e Sellest tuletatud basseini suure toru kaudu tditumise aeg
(vastavalt vdikse toru kaudu tditumise aeg):
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4.

e Tuletatud ka védikse toru kaudu tditumise aeg (vastavalt suu-
re toru kaudu tditumise aeg):
o Uhe toru kaudu tditumise aegadest tuletatud kahe toru kaudu

9
tditumise aeg 3 tundi:
Sealhulgas:

2

¢ Tuletatud vee vooluhulk suures torus 3 basseinitéit tunnis:
2

¢ Tuletatud vee vooluhulk viikses torus 3 basseinitéit tunnis:

8
¢ Tuletatud vee summaarne vooluhulk kahes torus 3 bassei-
nitdit tunnis:
¢ Jareldatud, et basseini tditumiseks kahe toru kaudu kulub

9
— tundi:
8

tuse ,jah“ eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

o Arvutatud vilja iihe, kahe, kolme ja nelja esimese positiivse tdis-
arvu faktoriaalide summad:
Sealhulgas:
e Arvutatud vélja kahe ja kolme esimese positiivse tdisarvu
faktoriaalide summad:
o Leitud, et esimesest neljast positiivsest tdisarvust sobivad {iles-
ande tingimustega parajasti 1 ja 3:
Sealhulgas:
e Leitud, et iilesande tingimusega sobib arv 3 ning ei sobi 2
ja 4:
o Margitud, et suuremate arvude faktoriaalid lopevad nulliga:

o Eelnevast jareldatud, et viie ja enama esimese positiivse tdisarvu

faktoriaalide summad l6pevad numbriga 3:
o Pdhjendatud, et iihegi tdisarvu ruut ei 1o6pe numbriga 3:
o Eelnevast jareldatud, et rohkem sobivaid arve pole:
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Ainult 6ige vastuse (5 tundi) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt. Ainult vas-

2p

Ip
Ip
Ip
Ip
Ip

Ip
Ip

Skeemi eelviimase rea eest punkti saamiseks piisab, kui dpilane kas vaatab
siistemaatiliselt 14bi koik 10-ga jagamisel tekkivad jadgid voi vdhemalt pa-
neb kirja téieliku ja 6ige nimekirja kdigist numbritest, millega tdisarvu ruut
saab loppeda.
Ainult tdieliku 6ige vastuse (1 ja 3) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt. Ainult

vastuse 3 eest ilma selgitusteta anda samuti 1 punkt. Ulejdéinud juhtudel
anda selgituste puudumisel 0 punkti.



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 10. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Ave Kiilter)

Erinevaid ldhenemisi kasutavate t66de hindamiseks kasutati nelja eri skee-
mi. Kasutatud skeemis vélja toodud lahenduse osade eest antud punktid
summeeriti.

Skeem lahendusele, kus koostatakse vorrand 5 -kiloste pakkide arvu suhtes
(ztirii lahendus 1).

o

o

Téhistatud 5-kiloste pakkide arv (Ziirii lahenduses z) ja mérgi-
tud, et neis pakkides on kokku 5z kg suhkrut:

Jareldatud, et 2-kilostes pakkides on samuti 5z kg suhkrut ja
neid pakke on 2,5z:

Leitud 2-kiloste ja 5-kiloste pakkide koguarv 3,5z ning 1-kiloste
pakkide arv 3,5z + 55 voi 3,5z — 55:

Koostatud o6ige lineaarvorrand esimese juhu jaoks ja leitud, et la-
hend pole tdisarv:

Koostatud 6ige lineaarvorrand teise juhu jaoks ja leitud lahend
z = 154:

Leitud andmetest arvutatud suhkrupakkide koguarv 1023:

Ip

Ip

Ip

Ip

Ip
2p

Skeem lahendusele, kus koostatakse vorrand 2 -kiloste pakkide arvu suhtes
(ziirii lahendus 2).

o

o

Tahistatud 2-kiloste pakkide arv (Ziirii lahenduses y) ja mérgi-
tud, et neis pakkides on kokku 2y kg suhkrut:

Jéareldatud, et 5-kilostes pakkides on samuti 2y kg suhkrut ja
neid pakke on 0,4y:

Leitud 2-kiloste ja 5-kiloste pakkide koguarv 1,4y ning 1-kiloste
pakkide arv 1,4y + 55 voi 1,4y — 55:

Koostatud o6ige lineaarvorrand esimese juhu jaoks ja leitud, et la-
hend pole tdisarv:

Koostatud 6ige lineaarvorrand teise juhu jaoks ja leitud lahend
y = 385:

Leitud andmetest arvutatud suhkrupakkide koguarv 1023:

lp

Ip

Ip

Ip

Ip
2p

Skeem lahendusele, kus koostatakse vorrand 1-kiloste pakkide arvu suhtes
(Ziirii lahendus 3).
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o

o

Tahistatud 1-kiloste pakkide arv (Ziirii lahenduses x) jaleitud, et
tilejadnud pakkides on kokku 2024 — x kilogrammi suhkrut:

Jareldatud, et nii 2-kilostes kui ka 5-kilostes pakkides on kokku
2024 — x

2
Jéareldatud, et 2-kiloste ja 5-kiloste pakkide arvud on vastavalt

kilogrammi suhkrut:

2024 —x . 2024 —-x 7(2024 — x)
ja ning nende koguarvon ————:
4 10 20
7(2024 — x
Koostatud vorrand (2—0) = x — 55 jaleitud, et lahend pole
tdisarv:
7(2024 — x
Koostatud vorrand (2—0) = x+55 jaleitud lahend x = 484:

Leitud andmetest arvutatud suhkrupakkide koguarv 1023:

Skeem lahendusele vorrandisiisteemi abil (Ziirii lahendus 4).

(e}

o

o

Koostatud dige 3 muutujaga vorrandisiisteem vihemalt iihe ju-
hu jaoks kahest:

Koostatud 6ige 3 muutujaga vorrandisiisteem teise juhu jaoks
voi selgitatud vorrandististeemide erinevust:

Lahendi leidmisega vdi arutlusega jaguvuse kaudu vilja selgita-
tud, et tihel siisteemil tdisarvuline lahend puudub:

Leitud teise stisteemi lahend (kdigi muutujate vadrtused):
Leitud suhkrupakkide koguarv 1023:

Ainult 6ige vastuse (1023) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

. (Andres Talts)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

Leitud tiht liiki linnu poolt so6davate mannapakkide arv minutis
(voi sekundis):

Leitud ka teist liiki linnu poolt s66davate mannapakkide arv sa-
mas ajaiihikus:

Leitud 20 varblase ja 24 tuvi poolt koos s66dud mannapakkide
arv minutis (voi sekundis):

Leitud sekundite arv, mis kulub 20 varblasel ja 24 tuvil ithe man-
napaki s6omiseks:

Ainult dige vastuse (54) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

. (Kadi Siigur)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

Esimene arv esitatud korrutise voi jagatisena tilesande lahenda-
mise seisukohalt kasulikul viisil:
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o Teine arv esitatud korrutise voi jagatisena tilesande lahendamise
seisukohalt kasulikul viisil: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 5p
Arvutusvigade eest voeti punkte maha.

Ainult dige vastuse (teine on suurem) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.

. (Aleksei Ganyukov)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Saadud avaldis 1111a + 222b + 33c¢ + 4d voi selle alternatiiv: 1p
o Toestatud, et vdhimas arvus m, mille puhul kehtib vérratus
1111a + 222b + 33c + 4d = 2024, kehtib b = 3: 2p
o Toestatud, et vihimas arvus abcd, mille puhul kehtib vorratus
1111a + 222b + 33c + 4d = 2024, kehtivad ¢ = 7 ja d = 4: 2p
o Kontrollitud, et arv 1374 on eriline: 2p

Pohjendamata dige vastuse eest anti 1 punkt. Teiste eriliste arvude leidmise
eest punkte ei antud.

Toestustes esinevate puuduste eest voeti punkte maha. Enamasti ei antud
punkte nende argumentide eest, mis esinesid nii digete kui ka valede vdidete
pohjendamisel.

Viide, et n = abcd peab olema unikaalne arv, mille puhul kehtib vordus
1111a+222b+33c+4d = 2024, ei ole ilmselge. Nditeks arvu 2065 voib saada
kahest erinevast arvust 1386 ja 1420, liites koik 10 temas sisalduvat arvu.
On vadrt rohutada iile, et lahenduse korretsuseks on vaja vaadelda vorratust
1111a + 222b + 33c + 4d = 2024, mitte vordust.

Kasutu proovimise eest anti 0 punkti. Kui muud progressi ei olnud, siis kor-
rektse toestuse eest, et vihim eriline arv on neljakohaline, anti 1 punkt.

Tasub mirkida, et n = 998 on suurima voimaliku summaga kolmekohaline
arvja n = 1298 on suurima voimaliku summaga arv vahemikus 1000-1299.

. (Kristjan-Erik Kahu)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Niidatud, et ZAOB = 106°: 1p
o Niidatud, et ZAOM = 16°: 2p
o Niidatud, et ZCOM = 16°: 2p
o Lahendus l6puni viidud: 2p

Oige vastuse (53°) eest ilma korrektse seletuseta punkte ei antud.

Pisipuuduste eest tdislahenduses voeti 1 punkt maha.

. (Raul Kangro)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

76



o Leitud seos korrektse ndidu minuti- ja tunniosuti asendite vahel: 1p

o Juku juht tdielikult analiiiisitud: 3p
Sealhulgas:
 Korrektselt analiiiisitud vdhemalt {iks mittetdistunniline voi
pooltunniline juht ja toodud dige véide iildjuhu kohta: 1p
e Tehtud iildjuhu tdestuse jaoks vajalikud tdhelepanekud: 1p
 Korrektne ja tdielik tdestus tildjuhu jaoks lopule viidud: 1p
o Juhani juht tdielikult analtitisitud: 3p
Sealhulgas:
» Korrektselt analiitisitud vihemalt tiks mittetdistunniline voi
pooltunniline juht ja toodud 6ige vidide tildjuhu kohta: 1p
e Tehtud iildjuhu toestuse jaoks vajalikud tdhelepanekud: 1p
» Korrektne ja tdielik toestus iildjuhu jaoks lopule viidud: 1p

Molema juhu jaoks korrektse viite esitamine ilma selgitusteta andis 1 punk-
ti. Ainult tihe juhu jaoks dige véite esitamise eest ilma korrektsete tdienda-
vate selgituste ja erijuhtude analiiiisita (ainult piltidest ei piisa) punkte ei
antud.

Opilastel oli suuri raskusi iilesandest arusaamisega. Véga tihti arvati, et aitab
ithe néite toomisest, millal poiste védited on valed, kuigi iilesande kohaselt
tuli tuua néide, millise kella ndidu korral on vdide 6ige (voi siis ndidata, et
vdited on alati valed). Samuti kiputi arvama, et nn suvalise valitud niite voi
paari néite libivaatamine tdestab viite {idljuhul, mis ei ole muidugi dige.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 11. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Helli Juurma)

Erinevaid ldhenemisi kasutavate lahenduste hindamiseks kasutati kolme eri
skeemi. Kasutatud skeemis vélja toodud lahenduse osade eest antud punk-
tid summeeriti.

Skeem lahendusele, kus koostatakse vorrand esimese koite lehekiilgede arvu
suhtes (Ziirii lahendus 1).

o

o

(e}

Tahistatud esimese koite lehekiilgede arv (Ziirii lahenduses x) ja
avaldatud teise koite lehekiilgede arv x + 100:

Ulesande tingimusi kasutades saadud kolmanda koite lehekiil-
gede arvuks 3x — 200:

Mairgitud, et esimeses kdites ei saa olla samapalju lehekiilgi kui
teises ja kolmandas kokku, voi koostatud selle juhu jaoks vor-
rand ja tuvastatud ebasobiv lahend:

Koostatud oige lineaarvorrand juhuks, kui teises koites on sa-
mapalju lehekiilgi kui esimeses ja kolmandas kokku, ja leitud la-
hend x = 100:

Koostatud bdige lineaarvorrand juhuks, kui kolmandas kdites on
samapalju lehekiilgi kui esimeses ja teises kokku, ja leitud lahend
x = 300:

Leitud oige triloogia lehekiilgede koguarv iihel voimalikul juhul:
Leitud dige triloogia lehekiilgede koguarv teisel voimalikul juhul:

Ip

Ip

Ip

Ip

lp
Ip
Ip

Skeem lahendusele, kus koostatakse vorrand teise koite lehekiilgede arvu suh-
tes (Ziirii lahendus 2).

o

Tahistatud teise koite lehekiilgede arv (zZiirii lahenduses y) ja
avaldatud esimese koite lehekiilgede arv y — 100:

Ulesande tingimusi kasutades saadud kolmanda koite lehekiil-
gede arvuks 3y — 500:

Mirgitud, et esimeses koites ei saa olla samapalju lehekiilgi kui
teises ja kolmandas kokku, voi koostatud selle juhu jaoks vor-
rand ja tuvastatud ebasobiv lahend:

Koostatud 6ige lineaarvorrand juhuks, kui teises koites on sa-
mapalju lehekiilgi kui esimeses ja kolmandas kokku, ja leitud la-
hend y = 200:
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o Koostatud dige lineaarvorrand juhuks, kui kolmandas koites on
samapalju lehekiilgi kui esimeses ja teises kokku, ja leitud lahend

y = 400: 1p
o Leitud oige triloogia lehekiilgede koguarv iihel voimalikul juhul: 1p
o Leitud dige triloogia lehekiilgede koguarv teisel voimalikul juhul: 1p

Skeem lahendusele vorrandisiisteemi abil (Ziirii lahendus 3).

o Mirgitud, et esimeses koites ei saa olla samapalju lehekiilgi kui
teises ja kolmandas kokku, voi koostatud selle juhu jaoks vorran-

disiisteem ja tuvastatud ebasobiv lahend: 1p
o Koostatud 6ige 3 tundmatuga lineaarvorrandisiisteem {ihel voi-

malikul juhul: 2p
o Koostatud dige 3 tundmatuga lineaarvorrandisiisteem ka teisel

voimalikul juhul v6i selgitatud, mida vaja muuta: 1p
o Leitud tiihe vorrandisiisteemi lahend (kdigi muutujate véartu-

sed): 1p
o Leitud teise vorrandisiisteemi lahend (kéigi muutujate védartu-

sed): 1p
o Leitud oige triloogia lehekiilgede koguarv mélemal juhul: 1p

Ainult tdieliku dige vastuse (400 ja 1400) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.
Ainult osalise voi valesid variante sisaldava vastuse eest anti 0 punkti.

. (Ulle Hiiva)

Erinevaid lihenemisi kasutavate lahenduste hindamiseks kasutati kolme eri
skeemi. Kasutatud skeemis vélja toodud lahenduse osade eest antud punk-
tid summeeriti.

Skeem lahendusele, kus leitakse soodsate ja koigi voimaluste arv 2 kohukese
valikuks (Ztirii lahendused 1 ja 2).

o Leitud koos pohjendusega soodsate voimaluste arv 16: 3p
o Leitud koos pohjendusega koigi voimaluste arv 28: 3p
4
o Leitud otsitav toendosus Z taandumatu murruna voi perioodili-
se kiimnendmurruna: 1p

Skeem lahendusele, kus leitakse soodsate ja koigi voimaluste arv viimase ko-
hukese valikuks (Ziirii lahendus 3).

o Sonastatud idee votta kohukesi tikshaaval voi ilmselgelt seda

ideed kasutatud: 2p
o Leitud, et soltumata esimese kohukese valikust on teise kohu-
kese valikuks 7 voimalust: 2p

o Leitud, et soltumata esimese kohukese valikust on esimesest eri-
nevat sorti kohukese valikuks 4 véimalust: 2p
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. . - 4 T
o Leitud otsitav tdendosus o taandumatu murruna voi perioodili-

se kimnendmurruna: 1p

. - 4 . L . .
Ainult dige vastuse ( Z voi samavadrne perioodiline kiimnendmurd) eest il-

ma selgitusteta anti 1 punkt. Punkti ei antud, kui harilik murd oli taanda-
mata, kimnendmurru periood polnud téielikult vdlja kirjutatud voi polnud
arusaadavalt véljendatud, et tegu on perioodiga. Samad tingimused raken-
dusid ka hindamisskeemide viimase rea jargi punkti andmisel.

. (Urve Kangro)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Kirja pandud voi tuletatud vajalik 11-ga jaguvuse tunnus: 2p

o Jareldatud, et paaris- ja paaritutel kohtadel olevate numbrite
summad peavad olema 17 ja 28: 1p

o Leitud 6ige suurim tingimustele vastav arv: 1p

o Pohjendatud, miks see arv on suurim voimalik: 1p

o Leitud 6ige vdhim tingimustele vastav arv: 1p

o Pdhjendatud, miks see arv on vihim véimalik: 1p

Kui milegi muu eest punkte ei saanud, siis lihtsalt 6ige vastuse eest (nii suu-
rim kui ka vdhim arv) sai 2 punkti. Ainult tihe (kas suurima vo6i vdhima) 6i-
ge vastuse eest sai 1 punkti. Samuti sai 1 punkti juhul, kui oli leitud kaks
tingimustele vastavat arvu, mis olid suurimale ja vdhimale piisavalt 1dheda-
sed (suurima puhul algusega 987 ..., vdhima puhul algusega kuni 123...).
Ka juhul, kui oli kirja pandud mingi 11-ga jaguvuse tunnus, mida ei olnud
nii lihtne kasutada, anti 1 punkt (néditeks mitmes t66s oli tunnuseks see, et
arvust ilma kolme viimase numbrita lahutades kolmest viimasest numbrist
moodustatud arv peab jaguma 11-ga).

Ullatavalt palju ei teatud voi ei osatud tuletada 11-ga jaguvuse tunnust. Se-
da on lihtne tuletada, kui vaadelda arvu iiksikute numbrite kaupa ja panna
tihele, etarvu a-10%F jddk jagamisel 11-ga on sama mis arvul a (sest 10%%-1
jagub 11-ga) ningarvu a- 10%k+1 jadk jagamisel 11-ga on sama mis arvul —a
(sest 10%¥*1 + 1 jagub 11-ga).

Mones tods esines jargmine ,lahendus*: selleks, et arv jaguks 11-ga, peab
tema paaris- ja paarituarvulistel kohtadel olevate numbrite summad ole-
ma vordsed (see on tegelikult piisav, mitte tarvilik tingimus). Kuna koi-
gi numbrite summa on 45, siis seda pole voimalik jagada kaheks vordse-
te summadega osaks. Seega null pole number ja iihte paaritut arvu tuleb
kasutada kaks korda. Suurima arvu jaoks kasutame kaks korda tiheksat,
saame 9987653412, vahima arvu jaoks kasutame kaks korda iihte, saame
1123457698. Kuna sellisel juhul suur osa lahendusest on sarnane esialgse
iilesande lahendusega, kuigi monevorra lihtsam, siis sellise lahenduse eest
sai 3 punkti.

80



Samas todde eest, kus sama tunnuse kasutamisest tehti jareldus, et selliseid
kiimnekohalisi arve tildse ei leidu, said 0 punkti.

Palju esines lihtsalt proovimist. Reeglina sellised t66d lahenduseni ei joud-
nud.

Ulesandele saaks liheneda ka jargnevalt: koige suurem kiimnekohaline arv,
mis sisaldab koiki numbreid, on 9876543210, selle jadk 11-ga jagamisel
on 6. Lahutame sellest 6 ning siis proovime lahutada véimalikult vdike-
seid 11 kordseid nii, et viimased viis numbrit jadksid hulka {0, 1, 2, 3, 4}. See
ladhenemine vdiks pohimadtteliselt sihile viia, aga vajaminevate tehete arv
oleks vidga suur, sest dige lahendini joudmiseks on vaja kokkuvottes lahu-
tada esialgsest arvust 19080. Sellise ldhenemisega keegi sihile ei joudnud.

Veel iiks voimalik idee voiks olla méargata, et jagades 11-ga 10-kohalise arvu,
mille esimesed numbrid on 98765, on tulemuseks 89786abcd, ja seejérel
piitida analiiiisida, mis vdiks olla numbrid a, b, ¢, d, et 11-ga korrutamisel
saaksime sobivad viimased numbrid. Monedes t6ddes oli piititud sarnase
ideega ldheneda, aga jille ldheks lahendus véga pikale ja tiheski t60s ei ol-
nud sellise taolise ldhenemisega kusagile joutud.

. (Aleksandr Sved)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud juurealuse avaldise 2024 + 640V 10 esitus kaksliikme ruu-
duna, voi rakendatud teisendusi, mis voimaldavad teguri a — 32

sulgude ette tuua, kus a on otsitav vaartus: 4p
Sealhulgas:
e Téhistatud otsitav vddrtus ning vabanetud tihest juurest,
viies V1000 teisele poole ja tdstes vorduse pooled ruutu: 1p
o Lahendus lopule viidud: 3p

Ainult dige vastuse (32) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

. (Artur Avameri)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o a)-osa digesti lahendatud: 3p
Sealhulgas:

e Niidatud, et /BEC = /BFC: 1p

* a)-osalahendus lopule viidud: 2p

o b)-osa digesti lahendatud: 4p

Ainult a)-osa dige vastuse eest ilma pohjenduseta punkte ei antud, kuivord
vastust oli voimalik tdpse joonisega abil dra arvata. Kui muidu korrektses
lahenduses esines pisivigu, siis voeti 1 punkt maha.
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6. (Birgit Veldi)
Erinevate ldhenemistega td6de hindamiseks kasutati kaht eri skeemi. Kum-
magi skeemi kasutamisel skeemis mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
Skeem lahendusele, kus konstrueeritakse iiksiihene vastavus (Ziirii lahen-
dus 1):
o Esitatud idee vaadata Arvi jarjendeid kolmeste plokkidena voi

seda ideed kasutatud: 1p
o Samastatud tdishédilikud ja 3-ga loppevad kolmesed plokid: 1p
o Samastatud kaashdédlikud ja 1-ga v6i 2-ga 16ppevad kolmesed

plokid: 1p
o Leitud sobivad kombinatsioonid viimase kolme numbri jaoks,

kui jarjend 16ppeb 3-ga: 1p
o Samastatud tdpitdhed ja 3-ga 16ppevad viimaseks plokiks so-

bivad kolmesed plokid: 1p
o Selle koige pohjal tehtud dige 16ppjareldus: 2p

Skeem loendamist kasutavale lahendusele (Ziirii lahendus 2):

o Esitatud Téhti kirjutatud jarjendite arv kahe ja kolme astmete
ning mingi muu arvu korrutisena (v6i mone muu liithikese aval-

disena) voi arvutatud see vilja: 3p
Sealhulgas:
e Leitud koik voimalused tiis- ja kaashdilikute paigutuseks
Tahti jarjendites: 1p

o Esitatud Arvi kirjutatud jarjendite arv kahe ja kolme astmete
ning mingi muu arvu korrutisena (v6i méone muu lithikese aval-
disena) voi arvutatud see vilja: 3p
Sealhulgas:

e Mairgatud, et Arvi jarjendites kohtadele 1,2,4,5,7,8,10,11
sobivad koik arvud ja/voi leitud sobivad kombinatsioonid
viimase kolme numbri jaoks: 1p

o Selle koige pohjal tehtud dige 16ppjéreldus: 1p

Teise skeemi esimese ja teise 3-punktise osa eest anti 1 punkt vdhem, kui
jarjendite arv oli esitatud lihtsustamata kujul kahe ja kolme astmetest ning
viiest koosnevate korrutiste summana voi tehtud védike arvutusviga. Kui nii
Arvi kui ka Téhti jarjendite arv esitati lihtsustamata avaldisena, aga jouti siis-
ki 6ige lopptulemuseni, siis selle eest punkte ei kaotanud.
Ainult vastuse (niisama suur) ega suvaliste arvutuste eest punkte ei saanud.
Ulesanne osutus raskeks. Osa Opilasi iiritas ilma piiranguteta variantidest
ebasobivaid maha lahutada, aga siin takerduti enamasti selle taha, et loeti
monda véimalust mitu korda. Néiteks lahutades maha kahe korvuti asetseva
tdishadlikuga voimalusi, loetakse seda voimalust, kus kolm tdishdilikut on
korvuti, mitu korda.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 12. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Ehtel Timak)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Selgitatud, et ruutvorrandil leidub tépselt iiks lahend parajasti
siis, kui diskriminant on null:
o Koostatud vastav vorrand k suhtes:
o Leitud selle vorrandi lahend k = 0:
o Leitud selle vorrandi lahend k = 2024:
o Kaisitletud eraldi juhtu k = —1:
o Pohjendatud, et ka juhul k = —1 leidub tépselt iiks lahend:

Ip
2p
Ip
Ip
Ip
Ip

Lahendi k = 0 leidmise eest anti skeemi kolmanda rea jargi punkt ka juhul,
kui k = 0 oli esialgsesse vordusse lihtsalt sisse asendatud ja tehtud kindlaks,

et sel juhul on vorrandil tdpselt {iks reaalarvuline lahend.

Ainult taieliku 6ige vastuse (—1,0,2024) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.
Kui ainus erinevus digest vastusest oli variandi —1 puudumine, siis anti sa-

muti 1 punkt, iilejadnud juhtudel anti selgituste puudumisel 0 punkti.

2. (Julia Polikarpus)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Voimaluste hulk jaotatud kolmeks soltuvalt sellest, kui palju té-
ringuid on ithesuguse silmade arvuga:

o Oigesti loendatud voimalused, kus koigil tdringutel on iihepalju
silmi:

o Oigestiloendatud voimalused, kus kahel tdringul on sama silma-
de arvja kolmandal neist erinev:

o Oigesti loendatud voimalused, kus koigil tiringul on erinev sil-
made arv:

o Leitud voimaluste arvude summa 56:

Ip

Ip

2p

2p
Ip

Ainult dige vastuse (56) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt. Punkt anti ka

juhul, kui vastus oli antud véljaarvutamata kujul Cg vOi Cg.

3. (Martin Rahe)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
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o Vilja toodud, et tdisarv ja tema viies aste annavad 10-ga jaga-

misel sama jaagi: 1p
o Pohjendatud, et esimest tiilipi kédik ei muuda tahvlil olevate ar-

vude summa jadki 10-ga jagamisel: 2p
o Pdhjendatud, et teist tiilipi kdik ei muuda tahvlil olevate arvude

summa jadki 10-ga jagamisel: 2p
o Leitud algseisus tahvlil olevate arvude summa jaak 10-ga jaga-

misel: Ip
o Jéreldatud vastus: 1p

Ulesanne lahendub analoogselt, kui vaadata jddke 5-ga jagamisel, mistottu
selle jaoks ei ole koostatud eraldi skeemi.

Kuna tilesande kiisimus on binaarne, ei antud punkte ainult vastuse eest.
Skeemi viimase rea jargi punkti saamiseks pidi dige vastus olema jareldatud
matemaatiliselt korrektsel viisil.

Ulesanne osutus iillatavalt raskeks, valdav enamus lahendajaid ei taibanud
vaadata jadke ning jai kinni mittetootava konstruktsiooni ehitamisele. See-
eest peaaegu koik lahendajad, kes taipasid vaadata tahvlil olevate arvude
summa jadki 10-ga voi 5-ga jagamisel, joudsid tdislahenduseni. Suur hulk
esitatud lahendustest viitis, et kuna algselt oli tahvlil olevate arvude summa
paaris ning kumbki kdikudest ei muuda summa paarsust, siis on voimalik
2024 -ga loppevat arvu kui paarisarvu viimaseks arvuks konstrueerida. See
ldhenemine ei ole aga korrektne, kuna néitab vaid, et paarsusega ei 6nnestu-
nud niidata, et kiisitud konstruktsioon on voimatu, millest aga ei saa jarel-
dada, et see on tingimata voimalik. Leidus ka arvestataval hulgal lahendusi,
mis koigepealt konstrueerisid tahvlile arvu 2024, niiteks kasutades arve 1
ja 2023 esimest tiilipi kdigus, ning seejirel panid iilejadnud arvud paarides-
se viisil, mis esimest tiilipi kdiguga annaks tulemuseks 0-ga l6ppeva arvu.
Kui selline jaotamine oleks voimalik, saaks tdepoolest esimest tiitipi kdiguga
seejdrel koik 0-ga loppevad arvud arvud tiheks 0-ga loppevaks arvuks muu-
ta ning lopetuseks 0-ga loppeva arvu ja 2024 muuta 2024-ga loppevaks ar-
vuks. Paraku ei ole arvude sel viisil paari panemine aga tdiel maaral voimalik
ning seda ldhenemist kasutanud lahendused olid teinud vea kas tahvlil ole-
vaid arve lugedes voi arvutustes.

. (Hendrik Vija)

Ziirii lahenduste 1 ja 3 allpool mirgitud osade eest antud punktid summee-
riti.
o Vorrandid korrektselt kombineeritud tiheks vorrandiks, nii et
muutujate arv viheneb: 3p
Sealhulgas:

a
e Teostatud asendus x = B’ y=—,2= 2p

e,
7

Qo
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o Tekkiv vorrand teisendatud kujule, mis on ilmselgelt voimatu ar-

vude positiivsuse tottu (nt a®d? + b*c® + abed = 0): 2p

o Pohjendatud, miks tekkiv vorrand on véimatu: 2p
Sealhulgas:

 Viidetud ilma p6hjendamata, et see on voimatu: 1p

Ulejddnud lahendusmeetodite puhul anti tdislahenduse eest 7 punkti. La-
hendusi, kus nende meetoditega oleks joutud pooliku lahenduseni, ei lei-
dunud. Ainult 6ige vastuse (ei) eest ilma pohjenduseta anti 0 punkti.

Ulesanne osutus oodatust natuke lihtsamaks. Enamikus té6des, kus suudeti
kaks vorrandit itheks kombineerida, suudeti ka lahendus l6pule viia. Palju-
des toddes aga ei joutudki vorrandite korrektse kombineerimiseni, sest tehti

juba enne seda mani saatuslik viga. Uheks tiilipveaks oli see, et pérast esi-

ad+bc e
mese vorrandi teisendamist kujule d - ? vdideti, et ad + bc = e ja

bd = f. See ei vasta toele, sest murdu % voib vabalt taandada-laiendada.

Teiseks tiilipveaks oli see, et ei ldhenetudki {ilesandele algebraliselt, vaid
prooviti ainult anda muutujatele erinevaid (tiilipiliselt tdisarvulisi) vaartusi.
Nendes t6ddes uuriti sageli ka arvude tegureid. Selline ldhenemine aga ei
oma selles iilesandes mingit motet, sest tilesande tekstis pole deldud, et ar-
vud peaksid olema tdisarvud.

. (Hdrmel Nestra)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Osa a) tdislahendus: 3p

Sealhulgas mediaani pikkuse valemit kasutava mottekdigu pu-
hul:

e Asendatud mediaani pikkus valemist toestatavasse vorra-

tusse: Ip
* Algebraliste teisendustega saadud vorratus (b — c)? < a® voi
midagi ilmselgelt samavéarset: 1p
* Pdhjendatud selle vorratuse kehtivus: 1p
o Osab) tdislahendus: 4p

Sealhulgas mediaani pikkuse valemit kasutava mottekdigu pu-
hul:

e Asendatud mediaani pikkus valemist toestatavasse vorra-

tusse: Ip
« Algebraliste teisendustega saadud vérratus 2(b — ¢)*> < a?
voi midagi ilmselgelt samavéaérset: 1p

e Leitud kolmnurga kiilgede pikkused, mis seda vorratust ei
rahulda: 2p
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Mediaani pikkuse valem loeti tuntuks ja selle pohjendust ei néutud. Osas a)
ei voetud punkte maha pisipuuduste pérast nagu absoluutvairtuse markide
puudumine 16pus vdi kolmnurgavorratuse mainimata jatmine. Osa b) skee-
mi viimase rea jargi anti 1 punkt, kui t66s oli esitatud vaid té6tav idee, kui-
das vorratust mitte rahuldavat kolmnurka konstrueerida, kuid seda tehtud
ei olnud.

Ainult 6ige vastuse (jah, ei) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti. Ainult me-
diaani pikkuse valemi véljakirjutamise voi tuletamise eest anti 0 punkti.

Mustandeid selle iilesande hindamisel ei arvestatud.

Enamus tdislahenduseni joudnud opilastest kasutas mediaani pikkuse vale-
mit, kusjuures suur osa tuletas valemi koosinusteoreemi abil.

. (Richard Luhtaru)

Erinevate ldhenemiste hindamiseks kasutati kaht eri skeemi.

Ziirii lahenduse 1 allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Idee loendada loikuvate sirgete paare: 1p
o Leitud, et punktis P; on ldikuvate sirgete paaride arv p;(p; — 1): 1p
o Jareldatud, et p1(p1 — 1) +...+ pr(pr— D < nn-1): 2p
o Toestatud, et p1 +...+ pr < n(n-1): 2p
o Lahendus l6pule viidud: 1p

Ziirii lahenduse 2 allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Naidatud, et kui koik sirged 16ikuvad erinevates punktides (ja pa-

ralleelseid sirgeid pole), siis kehtib vordus: 2p
Sealhulgas:
* Hiipotees, et vorratuse vasaku poole vddrtus on sellisel juhul
suurim, aga vordus on leidmata: 1p

o Esitatud idee vaadelda, kuidas muutub pf +...+ pi sirgete ni-
hutamisel, kui moénes punktis l6ikub rohkem kui kaks sirget, voi

seda ideed kasutatud: 1p
o Leitud, et iihe sirge nihutamisel suureneb vorratuse vasaku poo-

le véddrtus vihemalt 2m — 3 > 0 vorra: 3p
o Lahendus l6pule viidud: 1p

Ulesanne oli oodatult raske. Tore oli aga niha, et paljud opilased tegid iiles-
andes edusamme. Osalisi punkte teenisid paljud, peamiselt Ziirii lahen-
duse 2 ideede eest. Samuti oli meeldiv ndha omapéraseid ja loovaid lahen-
dusi. Eriti elegantne oli tabelisse arvude kirjutamise idee, kust topeltloenda-
mise abil vorratus otse vilja tuleb (lisatud Ziirii lahendusena 3).

Moned lahendused olid Ziirii lahendusega 2 sarnased, aga ldhenesid sirgete
ynihutamisele“ teistpidi, alustades p; = 2 konfiguratsioonist ja ndidates, et
kui moned sirged 16ikuvad pérast nihutamist samas punktis, siis vorratuse
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vasak pool viheneb. Kuigi see on Ziirii lahendusega viga sarnane, siis niipidi
lahenedes ei ole tipsemate pdhjendusteta ilmne, et iga n sirge konfigurat-
sioon on voimalik selliselt nihutades saavutada. Seetottu said sellised t66d
6 punkti.

Punkte ei antud konkreetsete ndidete (nt n = 3) voi erijuhtude (nt koik sir-
ged 16ikuvad tihes punktis) analiitisimise eest, kui kasutatud ideed ei tildis-
tunud tildjuhule v6i ei olnud muidu kasulikud ménes tiislahenduses.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor Kokkuvéte

Kokkuvote

Uleriigilisele Ziiriile laekus hindamise tihtlustamiseks kokku 7. klassi t6id 75,
8. klassi toid 74 ja 9. klassi toid 73. Uleriigilise Ziirii poolsed pohikooli tédde
kontrollijad olid jargmised.

7.klass: Toomas Tennisberg
Peeter Aleksander Randla
8.klass: Sandra Schumann
Marko Tsengov
9.klass:  Oleg Kosik
Andres Alumets

Sel aastal vaatas iileriigiline Ziirii iga klassi igas t60s 1dbi koik ilesanded.

Jérgnevad ziirii esimehe ja to6de hindajate kommentaarid on kirjutatud tilerii-
gilise Zziirii kdes olnud t66de pohjal. Iga klassi IT osa iga tilesande kohta on eraldi
kommentaarid jargnevatel lehekiilgedel.

7. klass

Ulesannete komplekt tervikuna osutus iisnagi lihtsaks. Té6d olid piirkondades
iisna kvaliteetselt hinnatud, suuremaid punktide muudatusi oli vaja teha tiksi-
kuid.

8. klass

Test oli joukohase raskusastmega. Oodatult oli raskeim 7. iilesanne, samas oli
ka 3. iilesandes korvalolevatest rohkem eksimusi. Pisut segadust oli 5. iilesande
tihikutega: matemaatiliselt ebakorrektse kirjaviisi voi ebakorrektse iihiku kirju-
tamise eest kaotati tillatavalt palju punkte.

Praktiliselt igast II osa iilesandest jdi kdlama iiks puudujédék: isegi kui lahend
on leitud, tuleb nididata, et tegemist on ainsa / kogu lahendiga, kui {ilesande
pistitus ei noua vaid lahendi leidumise nditamist.
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9. klass

Ziirii on paljudel aastatel just 9. klassi IT osa raskusega iile pingutanud, kuid sel
aastal paistis komplekt olevat onnestunud voi isegi liiga lihtne. Kuna seoses testi
kaalu vdhenemisega on varasemast tdhtsam, et ka II osas oleks suuremale hul-
gale dpilastest joukohaseid tilesandeid, siis ziirii pooras voistlust ette valmista-
des seekord 9. klassi raskusastmele rohkem tihelepanu. Uks iilesanne vahetati
veel viimasel hetkel lihtsama vastu vilja.

Testi lilesandes 7 otsustas iileriigiline ziirii anda erinevalt hindamisjuhistes si-
testatust 1 punkti ka vastuse {9, -9, 27, —27} eest, sest selle vastuseni joudnud
opilased oli digest vastusest mitte kaugemal kui teised selle {ilesande vastuse
1 punkti eest teeninud dpilased.

Testi koige lihtsamateks tilesanneteks olid tilesanded 1 ja 4, koige raskemaks aga
tilesanne 6, kus anti tihti tiitipiliseks valeks vastuseks 20 kraadi.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 7. klass

Kontrollijate kommentaarid

1.

Ulesanne osutus iisnagi joukohaseks. Peamine komistuskoht oli voimaluse
C = 3 vilistamata jatmine. Uldjuhul said sellised t66d iileriigiliselt Ziiriilt
6 punkti.

Ulesanne toimis histi nuputamisiilesandena. Uldjuhul oli vihim ja suurim
arv jadas hésti leitud. Peamine komistuskoht oli seitsmete digestilugemi-
ne. Uldlevinud lahendusviis oli iiksikute numbrikohtade asemel arvude saja
kaupa grupeerimine ning 16pus kokkuliitmine.

Ulesanne osutus vordlemisi raskeks. Esines palju katse-eksituse meetodil
saadud tulemusi ning nurga malliga mo6tmisi. Uldjuhul said sellised t66d
ileriigiliselt ziiriilt 0 punkti, aga kui malliga mdddetud nurga puhul oli 16igu
KL pikkus korrektselt ndidatud, siis sai to0 selle osa eest punktid kitte.

Ulesanne osutus vigagi joukohaseks. Enamik opilasi taipasid, et jérjestringe
tehes suurenevad kirjutatud arvud 9 vorra. Enamik dpilasi valisid konkreet-
se 9-ga jaguva alguspunkti (kas 2016 voi 2025) ning uurisid, kas 2024 tekib
kuhugi. Peamine komistuskoht oli ainult {ihe arvu ning ringi proovimine.
Kui teha ring 2016 — 2025, ei leia lahendaja tihtegi vastust. Kui aga alustada
2025 juurest, siis lahendaja leiab kiill mélemad vastused, kuid on siiski tar-
vis ndidata, et arvust 2016 alustamisel ei leidu veel lahendeid. Uldjuhul said
sellised lahendused tileriigiliselt Ziiriilt 6 punkti.
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Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 8. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Ulesannet lahendati eeldatud vorrandisiisteemi asemel viga suurel mééral
hoopis ldbiproovimismeetodil. Vastavate lahenduste hindamiseks kasutati
jargnevat hindamisskeemi.

o Pakutud korrektne ldbivaadatavate juhtude arvu kitsendav véi-

de: 1p
o Teostatud juhtude ldbivaatused, vajadusel koos pdhjendatud li-

sakitsendustega, vélistamaks ebasobivad juhud: 4p
o Pdhjendatud, et poes kulutas ema 48 eurot: 2p

Paralleeli tombamiseks tolgendati ametliku hindamisskeemi ridu 3 ja 4 la-
hendi ihesuse néditamise ndudmisena, ridu 1 ja 2 aga selle eelt66na.

Labiproovimismeetodites oli tihtipeale suur hulk t66d ja juhtude 1dbivaatusi
tegemata jietud voi oli voimalikele juhtude hulgale tehtud pohjendamata
ja/voi ebakorrektseid kitsendusi. Suurusjargus 15 erineva summa voi algse
raha suurusjargus 30 vdoimaliku jaotuse tdestuseta labivaatamisi ei lugenud
iileriigiline Ziirii pohjendatud lahenduse sammuks.

Viga paljudes toddes oli lahenduse tihesus néditamata, piirdutud oli vaid tihe
lahendi leidmise v6i pakkumisega.

2. Viga paljud lahendajad olid joonise pohjal korrektselt oletanud, et kolm-
nurk ACD on vordkiilgne, kuid see vdide vajab omakorda téestust. Sageli oli
selle pohjal lihtsalt arvutatud a-osas kiisitud nurkade suurused; monikord
oli selle oletuse pohjal arvutatud ka rohkemate nurkade suuruseid. Kuna aga
lahendi tihesus ei ole triviaalne, siis korraliku toestuseta vastavad lahendu-
sed tleriigiliselt ziiriilt tdispunkte ei saanud.

3. Suurem osa tdispunkte saanud lahendusi ei koostanud Zziirii lahendustele
omaselt lineaarvorrandeid, vaid oletasid nii vahepealse kohtumispunkti kui
ka Ioppvastuse jaoks, mis voiks olla dige vastus, ja néitasid, et see sobib la-
hendiks. See ldhenemine viib antud juhul sihile ainult seetdttu, et lahendeid
on tdpselt iiks ja vastused on lihtsasti leitavad tdisarvud. Kuna antud hetkel
oli tegemist fiitisikalise sisuga iilesandega, mille puhul on lahendi iihesus
mingil méidral eeldatav, siis sai dpimotivatsiooni silmas pidades piirkond-
like parandajate eeskujul koiki vastavaid lahendusi l6puks hinnatud viga
leebelt. Tuleb aga meeles pidada, et vastused ja vahetulemused (ei aja ega
vahemaa osas) ei pruugi iga kord olla téisarvulised. Sellistel puhkudel on
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palju keerulisem oigeid arve lihtsalt proovimise teel leida ning tdispunktid
oleksid siis saanud vaid lahendused, mis jargisid Ziirii lahendustega sarna-
seid mottekdike. Graafikuga lahendatud iilesanded, kus puudus tekstipohi-
ne kontroll lahendi sobivuse kohta, kaotasid tilehindamisel punkti, kuna 16i-
kepunktide koordinaatide tdpsus voib iildjuhul olla veelgi madalam.

. Peamiseks komistuskiviks osutus vdga paljudes muidu korrektse lahendu-
sega toodes (korrektne) tdestus, et tdepoolest igale vastuseks margitud ruu-
dule on voimalik jouda (st vastuseks oli tegelikult antud ruutude arvu iilem-
piir).

Viga paljud lahendajad olid mérkinud, et jadke lisades tekib muster, kus iga
6 kdigu tagant lisatakse vddrtusele arv 15. Paraku oli paljudel juhtudel selle
mustri tekkimine péhjendamata (mustri mérkamine annab alust tdestust
iiritada ega ole ise tdestus).

Et lilesande lahendus on paaris- ja paarituarvulise kdikude arvu puhul sar-
nane, andis leriigiline Ziirii punkte ka vale kdikude arvu leidmise jarel teh-
tud korrektsete sammude eest.

Hindamisskeemi real 4 (ja analoogselt ka jargnevatel ridadel) arvestas {ile-
riigiline Ziirii ka teisi malelaua varvimisega vordvadrseid konstruktsioone ja
invariante, nditeks vahima sammude arvu (nn Manhattani kauguse) paar-
sust.

92



Eesti 71. matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2024 Piirkonnavoor 9. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Paljud opilased leidsid digesti sobivad sokkide jaotused pesumasinatesse.

Niditeks 1 roheliste sokkide paar esimeses masinas ja 3 molemas iilejadnus.
Kuid peamine viga, mis tehti, oli see, et ei pandud tdhele, et voimalused, kus
1 roheliste sokkide paar on esimeses, teises voi kolmandas masinas, on iiks-
teisest erinevad. Seet6ttu jdi vastus kolmega korrutamata. Selle eest kaotas
t60 1 punkti.

Samuti oli mitmetes t66des kehvasti vélja toodud piirid mille vahel punaste
(voi roheliste) sokkide paaride arvud tuleb 1dbi vaadata. Enamasti kaotasid
sellised t66d 1 punkti.

. Erinevate lahendusviiside tasakaalustamiseks ja hindamise {ihtlustamiseks
kasutati ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude hindamiseks ametliku
skeemi jargmist modifikatsiooni.

o Avaldatud nurga ABD (vo6i ACE) suurus nurga BAC suuruse

kaudu: 1p
o Avaldatud vordhaarse kolmnurga ABD (vastavalt ACE) alusnur-

ga suurus nurga BAC suuruse kaudu: 1p
o Avaldatud nurga CAD (vastavalt BAE) suurus nurga BAC suu-

ruse kaudu: Ip
o Sarnaselt tuletatud nurga BAE (vastavalt CAD) suurus voi siim-

meetria pohjal vdidetud, et /BAE = ZCAD: 2p
o Avaldatud Z/DAE = ZDAC + ZCAB + ZBAE: 1p
o Arvutatud Z/DAE = 90°: 1p

Uhegi opilase punktid ei kahanenud selle modifikatsiooni tottu.

Ziirii lahendustega 2 ja 3 sarnaste méttekiikude korral lahenduse allpool
margiud osade eest antud punktid liideti.

o Avaldatud ZDAE =90° + -y voi ZDAE = 90° +y — §: 3p
Sealhulgas:
e Avaldatud Z/DAE summana /DAB + /BAE vbdi summana
ZDAC + ZCAE: 1p
o Naidatud, et = v: 3p
Sealhulgas:
e Avaldatud nurga ABD (voi ACE) suurus nurga BAC suuru-
se kaudu: 1p
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e Jareldatud, et ZABD = ZACE: 1p
e Jareldatud, et vordhaarsete kolmnurkade ABD ja ACE alus-
nurgad on vordse suurusega: 1p
o Arvutatud ZDAE = 90°: 1p
Ulesandel leidus tohutu hulk lahenduse variatsioone lisaks Ziirii lahendus-
tele, mistdttu oli selle iilesande hindamine keeruline ja vaevarikas. Moned
lahendused sisaldasid mitu lehekiilge nurkade arvutusi. Seetottu ka piirkon-
dades ei suudetud monikord eristada toimivaid ja mittetoimivaid lahendus-
kaike.
Osad lahendajad mo06tsid vastuse jooniselt vdi lahendasid tilesannet mo-
nel lihtsalt erijuhul (néiteks vordkiilgse kolmnurga jaoks). Kuigi 6ige vastuse
hiipoteesi piistitamiseks sellised meetodid sobivad, peaks olema selge, et te-
gemist ei saa olla mingil juhul korraliku lahendusega, sest vastus vajab tdes-
tamist iga voimaliku kolmnurga jaoks. Oli véga iillatav, et mones piirkonnas
hinnati selliseid lahendusviise tdispunkte vaérilisteks.

. Ulesanne oli viiga histi tehtud, peaaegu koik tileriigilisele Ziiriile saadetud
t00d said maksimumpunktid. Peamised vead olid kas kuskil vdikesed arvu-
tusvead voi oli kuidagi aetud segamini basseini tditmise aeg ja kiirus.

. Tegemist oli ootuspédraselt komplekti kdige raskema, kuid tugevamatele siis-
ki joukohase iilesandega.
Tahaks panna lahendajate stidamele, et lahenduste kdik sammud tuleb alati
korralikult selgitada. Tiitipilised kohad, kus kaotati punkte, olid sellised:

e Kirjutati vaid, et esimeste arvude hulgas sobivad n = 1 ja n = 3 ilma

kontrollita, miks n = 1 ja n = 3 sobivad ja n = 2 mitte.
e Kirjutati, et n > 4 korral 1d6peb summa alati 3-ga, kuid ei seletatud miks.
e Kirjutati, et tdisarvu ruut ei saa loppeda 3-ga, kuid seda vididet kuidagi
ei selgitatud.

Isegi kui lahendaja enda jaoks on need sammud selged, siis kontrollija ei
suuda lugedalahendaja motteid, et veenduda, kas lahendaja ikka périselt ar-
vutas koike digesti ja oleks osanud neid viiteid pohjendada. Ulevaatamisel
voeti nende puudujidékide korral punkte maha, piirkondades suhtuti tildju-
hul leebemalt.
Moned lahendused iiritasid viimase numbri asemel uurida jaguvust. Uhest-
ki lahendusviisist, mis kasutaks jaguvust, ei ole ziirii teadlik.
Ootamatult palju raskusi oli opilastel teksti moistmisega. Osadele tekitas
faktoriaali definitsioon segadust, kuid veel rohkem oli raskusi esimese n po-
sitiivse tdisarvu faktoriaalide summa moistmisega. Oli lahendajaid, kes ar-
vasid, et lihtsalt arvu n faktoriaal peab olema tdisruut, oli selliseid, kes arva-
sid, et kahe jérjestikuse arvu faktoriaali summa peab olema tdisruut, oli ka
selliseid, kes arvasid et n esimese arvu seast voib ise valida, milliste arvude
faktoriaale liita saab.
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