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Matemaatika lahtine voistlus

9. detsember 2023 Noorem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt péhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Leia vdhim nuppude arv, mida on voimalik asetada 4 x 4 ruudustiku ruu-
tudele nii, et {ikski kaks nuppu ei asu samal ruudul ega {ihist kiilge omava-
tel ruutudel (diagonaalis iihist tippu omavatel ruutudel voivad nupud olla)
ning {ihtegi nuppu ei saa samadel tingimustel ruudustikule lisada.

Juku korrutab omavahel neli jarjestikust positiivset tdisarvu ja jagab saadud
korrutise neljaga. Leia koik voimalused, millise numbriga saab see jagatis
I6ppeda.

Nimetame arvu huvitavaks, kui ta esitub kolme erineva mittenegatiivse tdis-
arvu ruutude summana. Néiteks arv 5 on huvitay, sest 5 = 0% +1%+2%. Nime-
tame arvu eriliseks, kui ta ei ole huvitayv, kuid esitub kahe erineva huvitava
arvu korrutisena.

a) Leia tiks eriline arv.

b) Tdesta, et erilisi arve on 16pmata palju.

Leia kodik naturaalarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiistee-
mi

x2+y2—22:23.

{ X 4+ y - z =23

Kolmnurga ABC mediaanil AD valitakse punkt X. Kolmnurga ABX timber-
ringjoon 16ikab kolmnurga ABC mediaani BE punktis Y (Y # B). Kolm-
nurga EXY timberringjoon 16ikab sirget DE punktis K (K # E). Toesta, et
punkti K asukoht ei soltu punkti X valikust.

Juku ja Miku méngivad jargmist méngu. Algul on tahvlil mingi positiivne
téisarv. Igal kdigul lahutab kumbki méngija parajasti tahvlil olevast arvust
mingi nullist erineva numbri, mis esineb tema v6i tema vastase isikukoodis,
ja asendab tahvlil oleva arvu selle tehte tulemusega. Kdiakse kordamodda,
alustab Juku. Mingija, kelle kdigu tulemusel tekib tahvlile negatiivne arv, on
kaotanud. Toesta, et mistahes 10 jarjestikuse positiivse tdisarvu seas leidub
selline arv n, et kui algselt on tahvlil arv n, siis Jukul on véimalik méng voita
vastase iga vastuméngu korral.

Midirkus. Isikukood on teatav 16plik numbrijédrjend. Iga kahe inimese isiku-
koodid on erinevad, kuid neis on iihepalju numbreid.



Matemaatika lahtine voistlus

9. detsember 2023 Vanem rihm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Téhistame suvaliste positiivsete reaalarvude x ja y korral kirjutisega {/y po-
sitiivset reaalarvu z, mille korral z* = y. Tdhistame veel \/y = ¥.

Kas arv \/§ on suurem, viaiksem voi niisama suur kui arv \/E ?

Utleme, et positiivne tédisarv n on iilipaaris, kui arvu n suurim paaritu te-
gur on vidiksem kui arvu » ja tema suurima paaritu teguri jagatis. Kui palju
leidub iilipaaris positiivseid tdisarve, mis on viiksemad kui 1000?

Anu ja Bert mingivad kumbki ChatGPT-ga jargmist méngu. Anu ja ChatGPT
mangus on algul tahvlil arv 2023!, Berdi ja ChatGPT méngus arv 2024!. Iga
kaik koosneb kahest osast. Kdigepealt valib iiks méngija tahvlil oleva arvu
kordarvulise teguri d jajagab arvu sellega l4bi. Seejérel peab vastane tegema
omal valikul iihte jargmisest kolmest tegevusest:

1) korrutada tahvlil olevat arvu arvu d teguriga d', millekorral 1 < d' < d;
2) korrutada tahvlil olevat arvu 7-ga;

3) eemaldada tahvlil oleva arvu 16pust null ja tulemus korrutada 2023-ga
(kui arv ei 16pe nulliga, siis seda varianti valida ei saa).
Jargmise kdigu ajal vahetavad mangijad osad. Nii jatkatakse kordamooda
ning maéngija, kes ei saa nduetekohast toimingut sooritada, on kaotanud.
ChatGPT alustab moélemat méngu. Toesta, et ChatGPT-1 on voimalik vdhe-
malt itks méngudest voita.

Mdrkus. Kirjutis n! margib koigi positiivsete tdisarvude 1, 2, ..., n korrutist.

. Leia koik funktsioonid f(x), mis on méddratud koigil 1-st erinevatel reaalar-

vudel, omandavad ainult 0-st erinevaid reaalarvulisi vdadrtusi ning rahulda-

vad tingimusi f(0) = 1ja f(f(xy) =1 - alati, kui xy # 0,

1
yIf(fx0)
xy#ljax#1.

Kolmnurga ABC kiilgedel CA ja AB valitakse vastavalt punktid E ja F. Sir-
ged BE ja CF loikuvad punktis P. Olgu Q selline punkt, et PBQC on rd6p-
kiilik, ja R selline punkt, et AERF on roopkiilik. Toesta, et PR || AQ.

Leia vdhim nuppude arv, mida on véimalik asetada 5 x 5 ruudustiku ruu-
tudele nii, et {ikski kaks nuppu ei asu samal ruudul ega {ihist kiilge omava-
tel ruutudel (diagonaalis tihist tippu omavatel ruutudel voivad nupud olla)
ning ithtegi nuppu ei saa samadel tingimustel ruudustikule lisada.



OTkpbITOE COpeBHOBaHME NO MaTeMaTuke

9 pekabpsi 2023 r. Mnapwas rpynna

Bpemsi, omeodumoe 015t peuteHusi: 5 4acos.
Beproe u docmamouro 060cHo8arHoe peuierue kaxcooti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCLMEHHbLe MAMePUalbl UL INeKMPOHHbIE NPUOOPbL He pa3peuleHbl.

1.

HaiiTi HaMeHbIIee KOJTUYECTBO (DUIIEK, KOTOPbIE BO3MOKHO PACIOJIOKUTH
Ha KJIETKaX KJIETYaTOro MoJisI 4 X 4 Tak, YTOObI HUKAKUe IBe (DUIIIKY He JIeKa-
JIF Ha OTHOM M TOH YK€ KJIETKE UJIN KJIEeTKaX, IMEIOITNX 00IIyI0 CTOPOHY (KJIET-
KU (PUIIIEK MOTYT UMETH OOIIYI0 BEPIINHY), M HU OJfHA (DUIIIKA HE MOTJIa OBITh
IoOaBJIeHa Ha TIOJIE IIPU TeX SKE YCIOBHSX.
FOs151 mepeMHOKMIIA MEKTy COOOH YeThIpe MOCEA0BATETbHBIX TTOJI0KUTETb-
HBIX IIeJIbIX YHCJIA U ITOfIeJINJIa II0JIy9eHHOE TPOM3BeIeHre Ha YeThIpe. HalTi
BCE BO3MOSKHOCTH, Ha KaKyI0 1Py MOKET OKAHYUBATHCS 9TO YaCTHOE.
HasoBeM 4mCI0 UHMepecHbiM, ECJIF OHO MPEICTABUMO B BUJI€ CYMMBbI KBaJIpa-
TOB TPEX Pa3IMYHbIX HEOTPHUIIATEIHHBIX I1eJIbIX yrces1. Harpumep, yncio 5 —
WHTEPECHOE, TIOCKOJIbKY 5 = 0% + 12 + 22, HasoBeM YHCII0 HEOBbIUHbIM, ECIIH
OHO He SIBJISAETCSA MHTEPECHBIM, HO NPEICTABUMO B BUJIE IPOU3BEEHUS IBYX
PasJINYHBIX UHTEPECHBIX YUCET.

a) HaiiTu 0JHO HEOOBIYHOE YK CJIO.

0) Jlokasarb, YTO HalgeTCA 0ECKOHEYHO MHOTO HEOOBIYHBIX YHCEJT.
HaiiT Bce TPOMKH HAaTYpaJIbHBIX YUCeJI (X, Y, Z), yIOBJIETBOPSAIOIINE CUCTEME
ypaBHEHUH

x2+y2—z2=23.

{ X +y — z =23

Ha menuane AD tpeyrosnbauka ABC BeiOpaHa Touka X. OnucaHHast OKPYsK-
HOCTb TpeyrosbHuka ABX mnepecexaer Menuany BE TpeyronbHuka ABC B
Touke Y # B.OnmucaHHas OKPy>KHOCTb TpeyroabHuKa EXY nepecekaer nps-
myio DE B touke K # E. Jlokasarb, 4TO I0JI0’KeHNEe TOUKUA K He 3aBUCUT OT
BbIOOpa TOYKYU X .

IOpa i Marira urpaioT B CJIeAYIOIIYIO UTPY. B HauaIbHBIN MOMEHT Ha TOCKe Ha-
MHICAHO IOJIOKUTEbHOE TIeJI0€e YICI0. Ha KaskIoM X0y HTPOK BBIUNUTAET U3
HaxO[IIEerocsi B JAaHHBIM MOMEHT Ha JJOCKe YHCJIa OTINYHYIO OT HYJIs HUDY,
COJIEPSKAIIYIOCS B €70 JIMYHOM KOJI€ UJIU JIMYHOM KOJZIE COTIEPHUKA, ¥ 3aAMEHSI-
eT Haxo/IsIIIeecs Ha JIOCKE YU CJIO TOJYYEeHHBIM Pe3YJIBTaToM. XOAT 110 O4epe-
v, HaynHaeT IOpa. rpok, mocJie XxoJja KOTOPOTO Ha JOCKE MOSIBJISIETCST OTPH-
1areJibHOE YUCJI0, IPOUTPHIBaET. JJoka3aTh, YTo cpeau JiroobIx 10 mocienoBa-
TeJIbHBIX II0JIOYKUTE/IbHBIX IeJIbIX YHCcesI HalIeTcsl TaKoe YHCIO 71, YTO eCIU
B Ha4aJIbHBI MOMEHT Ha JJOCKE HAIMMCAHO YKCJI0 711, TO y FOpBI eCTh BO3MOK-
HOCTb BBIUTPATh UTPY IIPU JTI0O0 KOHTPUTPE COTIEPHUKA.

Ipumeuanue. Tnunbiii ko (isikukood) —HekoTOpas onpeneneHHas ocaeq0-
BaTeJIbHOCTH MUPP. ¥V KayKIBIX IBYX JIIOIeH JIMYHBIE KO/Ia OVIMYAIOTCs1, HO OHU
COCTOSIT U3 OIMTHAKOBOT'O KOJIMYECTBA ITUDD.



OTkpbITOE COpeBHOBaHME NO MaTeMaTuke

9 pekabpsi 2023 r. Crapwas rpynna

Bpewmsi, omgodumoe 0151 pewierus: 5 4acoe.
BepHroe u docmamouHo 060cHo8aHHOoe peuleHue Kaxcooli 3adavu daém 7 6anos.
BcnomozamenvHble NUCbMeHHbLe MAMepuailbl UL IAeKMpPOoHHble NPUbOPbL He paspeuleHbi.

1.

JIJ151 OJI0)KUTEJIbHBIX AEHICTBUTEIBHBIX YHCeJI X, Y 0003HAYUM 3a {/) I0JI0-
JKUTETBHOE YUCIIO Z, IUT KOTOporo z* = y. O603HaunM Takxe /J = /Y.

Apnsercs w uncno V2 60J1b11Ie, MEHBIIIE UJIU PABHBIM YHUCITY \/Eﬁ?
Ha30BéM 4mCI0 1 2unepuémubvim, €CaI HAaNOOJIBIIINYA HEYETHBIN JeInuTe b
4YHCJIa 1 MEHbIIIE YaCTHOTO OT JieJIEHUs 11 Ha 9TOT HeYETHBIN AesnTe b. CKOJIb-
KO HaWIeTCsI TUIIePYETHBIX TOJIOKUTEIHHBIX IeJIbIX Yrces1, MeHbInx 1000?
Ans u bBops urpator B caenymonryio urpy ¢ ChatGPT. B nauasne urpsl Mexxy
Aneit u ChatGPT Ha nocke yucsio 2023!, mesxkny bopeit 1 ChatGPT — uunciio
2024!. KaskapIil X0 COCTOUT U3 ABYX yacreid. CHavaJsia OUH UTPOK BbIOUpa-
€T COCTaBHOW JesnTesIh ( HallMCAaHHOTO Ha JIOCKe YUCJIa 1 U IeJIUT 1 Ha d.
3areM BTOPOI UTPOK COBepIIAeT JI000e U3 CJIeyIOINX JeCTBHIL:
1) YMHOMWTH HallUCAaHHOE HA JOCKe YKCJIO Ha AeauTens d uucna d, roe
1<d <d;
2) YMHOYKHTH HallUCAHHOE Ha JJOCKE YKCJIO Ha 7;
3) cTepeThb C KOHIIA HAIMCAHHOIO Ha JOCKe yuc/a 0 U pe3yssrar YMHOXKUTh
Ha 2023 (aTo fgelicTBUe BbIOPATh HeJIb3sl €CJIM YHUCJI0 He 3aKaHYMUBaeTC s
Ha 0).
Ha ciepmytonieM Xoy UTPDOKU MEHSIOTCA YyacTAMU. lrpa BegeTcs 1o ouepenu
¥ UTPOK, KOTOPBIN HE CMOKET COBEPIIUTH JieicTBUE, mpourpbiBaet. ChatGPT
HauuHaer obOe Urpsl. Jlokasars, 4yTo ChatGPT MoskeT BBIUTPATh XOTA ObI OTHY
W3 9TUX UTP.
Ipumeuanue. 3anuch n! 0603Ha4YaeT TPOU3BeJLEHNE BCEX MOJIOKUTETbHBIX
neJbIx uncea 1,2,..., n.
Haiitu Bce pynkuuu f(x), onpeesieHHbIE AJIs1 BCEX ONIMYHBIX OT 1 1eiicTBU-

TeJIbHBIX YU CEJI, IPUHUMAaIoIe TOJIbKO OTJIMNYHbIE OT 0 ,I[ef/'ICTBI/ITe.HbeIe 3Ha-
1

yIr(f(f))
TSI BCEX €M CTBUTEIBHBIX YUCEN X, ), IJIsI KOTOPBIX XY # 0, xy # 1 m x # 1.
Ha croponax AC u AB tpeyrosnbauka ABC BeiOupatorcst Touku E u F. Ilps-
Mble BE u CF nepecekarorcs B Touke P. ITycte Q m R — Takue TOYKH, YTO
yeTblpéxyrosnbHukn PBQC u AERF ABJsA0TCA NapaJiiesorpaMmmamu. JJoka-
3arb, uto PR || AQ.
HaiiTu HauMeHbIIIee KOJNYeCTBO (PUIIEK, KOTOPble BOSMOKHO PACIOJIOMKUTH
Ha KJIeTKaX KJIeTYaToro noJisl 5 x 5 Tak, YToObl HUKAKKe JBe (PUIIKY He JIesKa-
JIX Ha OHOH U TOH yKe KJIeTKe UJIX KJIeTKaX, UMeIOIIUX 00IIyI0 CTOPOHY (KJIeT-
KU (QUIIIEK MOTYT UMETH OOIIYI0 BEPIINHY), U HU OqHA (DUIIKA He MOTJIa OBITh
no0aBJjieHa Ha [T0JIe IIPY TeX sKe YCIIOBHSX.

4yeHus1 U yroBJeTBopsiommue yesosusiM f(0) = 1u f(f(xy)) =1



Open Contest in Mathematics

December 9, 2023 Juniors

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1.

Find the smallest number of buttons that can be placed on the squares of
the 4 x 4 grid in such a way that no two buttons are on the same square or
on squares with a common side (there may be buttons on squares with a
common vertex) and no buttons can be added to the grid under the same
conditions.

. Johnny multiplied four consecutive positive integers and divided the result

by four. Find all the possibilities for the digit in which this quotient can end.

Call a number interesting if it can be represented as the sum of squares of
three distinct non-negative integers. For example, the number 5 is interest-
ing, because 5 = 0% + 12 + 22, Call a number special if it is not interesting,
but can be represented as the product of two distinct interesting numbers.

a) Find one special number.

b) Prove that there are infinitely many special numbers.

Find all triples of natural numbers (x, y, z) satisfying the system of equations

X+ )y -z 23,
{xz+y2 - 22 = 23.
A point X is chosen on the median AD of triangle ABC. The circumcircle
of triangle ABX intersects the median BE of triangle ABC at point Y # B.
The circumcircle of triangle EXY intersects the line DE at point K # E.
Prove that the position of K does not depend on the choice of X.

Johnny and Mickey are playing the following game. In the beginning, there
is a positive integer on the board. Each turn, a player subtracts from the
number on the board a non-zero digit that appears in his or his opponent’s
ID code, and replaces the number on the board with the result. Players take
turns, Johnny starts. The player whose move ends up in a negative number
on the board loses. Prove that, among any 10 consecutive positive integers,
there is a number 7 such that, if initially the number 7 is on the board, then
Johnny can win the game regardless of his opponent’s counterplay.

Note: An identity code is a certain finite sequence of digits. Each two people
have distinct ID codes, but they are made up of the same number of digits.



Matemaatika lahtine voistlus

9. detsember 2023 Noorem rithm

Lahendused

1. (Richard Luhtaru)

Leia vdhim nuppude arv, mida on voimalik asetada 4 x 4 ruudustiku ruu-
tudele nii, et tikski kaks nuppu ei asu samal ruudul ega iihist kiilge omava-
tel ruutudel (diagonaalis iihist tippu omavatel ruutudel voivad nupud olla)
ning tihtegi nuppu ei saa samadel tingimustel ruudustikule lisada.

Vastus: 4.

Lahendus 1. Kui ruudustikul on kuni 3 nuppu, siis on alati véimalik sinna
nuppe juurde lisada. Toepoolest, iga nupp takistab uute nuppude lisamist
kuni 5 ruudule: need on ruut, millel vaadeldav nupp asub, ja kuni 4 ruutu,
mis omavad selle ruuduga tihist kiilge. Seega kuni 3 nuppu , katavad“ kokku
kuni 15 ruutu, kuid ruudustikul on kokku 4 -4 ehk 16 ruutu. Seega vdhemalt
tihele ruudule saab nupu lisada.

J4adb mairgata, et paigutades ruudustikule 4 nuppu nii, nagu ndidatud jooni-
sel 1, pole ruudustikule voimalik tihtegi nuppu lisada.

Joonis 1

Lahendus 2. Utleme, et nupp katab ruutu, kui nupp asub kas sel ruudul voi
temaga iihist kiilge omaval ruudul. Paneme tihele, et iga nupp katab tilimalt
tiht nurgaruutu. Kuna nurgaruute on 4, siis vdhem kui 4 nupu korral on alati
voimalik vdhemalt {ihele nurgaruudule asetada lisanupp. Seda, et 4 nuppu
on voimalik paigutada nii, et rohkem nuppe lisada ei saa, nditame nagu la-
henduses 1.

2. (Urve Kangro, Hiirmel Nestra)

Juku korrutab omavahel neli jarjestikust positiivset tdisarvu ja jagab saadud
korrutise neljaga. Leia koik voimalused, millise numbriga saab see jagatis
l6ppeda.



Vastus: 0, 6.

Lahendus 1. Nelja jérjestikuse tdisarvu seas leidub kindlasti 4-ga jaguv arv
ja peale selle veel iiks paarisarv. Tegur 2 selles paarisarvus jddb parast jaga-
mist 4-ga alles. Seega Juku saadud jagatis on paarisarv. Jarelikult paaritud
ld6punumbrid pole voimalikud.

Kui 4-ga jagamisel saadud arvu viimane number on 0, 2, 4, 6 vdi 8, siis jaga-
tava lopus on vastavalt 0, 8, 6, 4 v6i 2. Uurime, millised nende hulgast saa-
vad esineda nelja jdrjestikuse positiivse tdisarvu korrutise viimase numbri-
na.

 Kui neli jarjestikust positiivset tdisarvu l1opevad numbritega 1, 2, 3 ja 4,
siis korrutise viimane number on 4.

e Kui neli jarjestikust positiivset tdisarvu l1opevad numbritega 6, 7, 8 ja 9,
siis korrutise viimane number on samuti 4.

« Ulejadnud juhtudel on nelja jérjestikuse positiivse tdisarvu seas selline,
mis 16peb numbriga 5 voi 0, mistdttu korrutis jagub 5-ga. Arvestades, et
korrutis on paaris, saab tema viimane number olla vaid 0.

Kokkuvottes ndeme, et nelja jarjestikuse tdisarvu korrutise viimane number
saab olla 4 v6i 0. Eelnevat arvestades on selle korrutise jagamisel 4-ga saa-
dud arvu viimane number vastavalt 6 voi 0.

Lahendus 2. Nelja jarjestikuse tdisarvu korrutis jagub kindlasti 8-ga, sest te-
gurite seas on kaks jadrjestikust paarisarvu ja neist iiks peab jaguma 4-ga.
Vaatame kahte juhtu.

e Kui iiks neljast tegurist jagub 5-ga, siis jagub korrutis ka 5-ga. Kokku-
vottes jagub siis korrutis 40-ga, mis niitab, et neljaga jagamisel saadud
tulemus jagub 10-ga. Selline arv I6peb numbriga 0.

« Kui tikski neljast tegurist ei jagu 5-ga, siis on tegurid kujul 5n+1, 5n+2,
5n+3 ja 5n+4. Sulgude avamisel korrutises (5n+1)(5n+2) (5n+3)(5n+4)
aga saame avaldise kujul 5m + 1 -2 -3 - 4 mingi m jaoks. Ka 5m peab
jaguma 8-ga, sest kogu summa ja liidetav 1 -2 - 3 - 4 jaguvad 8-ga. Kuna
SUT(5,8) = 1, siis peab ka m jaguma 8-ga; olgu m = 8k. Siis korrutis
avaldub kujul 40k + 24, millest neljaga jagamisel saame 10k + 6. Selle
arvu viimane number on 6.

. (Artur Avameri, Oleg KoSik)

Nimetame arvu huvitavaks, kui ta esitub kolme erineva mittenegatiivse tdis-
arvu ruutude summana. Niiteks arv 5 on huvitay, sest 5 = 0% +12+2%. Nime-
tame arvu eriliseks, kui ta ei ole huvitav, kuid esitub kahe erineva huvitava
arvu korrutisena.

a) Leia iiks eriline arv.

b) Toesta, et erilisi arve on 16pmata palju.



Vastus: a) vahim néide on 175; tildiselt sobivad koik korrutised ab, kus a on
kolme erineva paaritu arvu ruutude summa ning b on iihe 4-ga jaguva arvu,
iihe 2-ga, kuid mitte 4-ga jaguva arvu ja tihe paaritu arvu ruutude summa.

Lahendus. Paaritu arvu ruut annab 8-ga jagamisel jddgi 1, mida nditavad
vordused 2k + 1) = 4k? + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1, kus 4k(k + 1) jagub
8-ga, sest teguritest k ja k + 1 liks on paaris. Kui paarisarv jagub 4-ga, siis
tema ruut jagub 8-ga ehk annab 8-ga jagamisel ja4gi 0. Kui paarisarv an-
nab 4-ga jagamisel ja4gi 2, siis tema ruut annab 8-ga jagamisel ja4gi 4, sest
(4k + 2)2 =16k%*+16k+4 = 8(2k2 + k) +4. Seega tdisarvude ruudud saavad
8-ga jagamisel anda jdédke 0, 1, 4 ja ainult neid.

Eelneva pohjal annab kolme paaritu arvu ruutude summa 8-ga jagamisel
jadgi 3. Uhe paaritu arvu, ithe 4-ga jaguva paarisarvu ja iihe 4-ga mit-
te jaguva paarisarvu ruutude summa aga annab 8-ga jagamisel jaigi 5.
Seega saab konstrueerida l6pmata palju nii huvitavaid arve, mis annavad
8-ga jagamisel jadgi 3, kui ka huvitavaid arve, mis annavad 8-ga jagamisel
jaagi 5. Kui aga korrutada omavahel arvud, mis annavad 8-ga jagamisel
jadgi 3 ja 5, on tulemuseks arv, mis annab 8-ga jagamisel jddgi 7, sest
(8k +3)(8] +5) = 64kl + 40k + 241 + 15 = 8(8k! + 5k + 31 + 1) + 7. Jai-
ki 7 aga pole vdoimalik saada summana kolmest liidetavast, millest igatiks
on 0, 1 voi 4. Seega niisugused korrutised ei ole huvitavad. Jarelikult leidub
lé6pmata palju erilisi arve.

Niite leidmiseks voib huvitavateks arvudeks valida 12 +3% + 52 ja 0l +1%2+22,
mille korrutis on 35 - 5 ehk 175.

. (Urve Kangro)
Leia koik naturaalarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiistee-
mi

2

X +y — z =23,
X +y2—z2:23.

Vastus: (24, 276,277), (34,46,57), (46, 34,57) ja (276, 24,277).
Lahendus 1. Esimesest vorrandist saame z = x+ y—23. Asendades selle teise
vorrandisse, saame

x2+y2—(x+y—23)2:23.

Avades siin sulud ning viies muutujatega liikmed vasakule ja muutujate-
ta liikmed paremale, saame pérast sarnaste lilkkmete koondamist vorrandi
—2xy + 46x + 46y = 23 - 24, mis poolte jagamisel arvuga —2 annab

Xy —23x—23y=-23-12.

Liites molemale poole 23-23, saame pérast tegurdamist samavéadrse vorran-
di
(x —23)(y —23) =23 -11.
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Kuna 23 ja 11 on algarvud, siis parema poole ainsad positiivsed tegurid on 1,
11,23ja11-23.Seega x = 23+1 = 24 vOi x = 23+11 = 34 v0i x = 23+23 = 46
voi x = 12 - 23 = 276; vastavad y vddrtused on 276, 46, 34, 24 ja z vaartused
on 277,57,57,277. Arvu 23 - 11 negatiivsed tegurid lahendeid ei anna, kuna
siis tuleks x + y < 23 ja z seega negatiivne.

Lahendus 2. Esimesest vorrandist saame x = 23— y+z. Asendades selle teise
vorrandisse, saame
(23-y+2)° +y? - 2% =23

Avades siin sulud ning viies muutujatega lilkmed vasakule ja muutujate-
ta liikmed paremale, saame pérast sarnaste liikkmete koondamist vorrandi
2y® — 46y + 46z — 2yz = —23 - 22, mis poolte jagamisel arvuga —2 annab

yz+23y—23z-y*=23-11.
Tegurdades vasakul, saame samavddrse vorrandi
(z=y)(y—23)=23-11.

Kuna 23 ja 11 on algarvud, siis parema poole ainsad positiivsed tegurid on 1,
11,23ja 11-23.Seega y = 23+1 = 24 voi y = 23+11 = 34 voi y = 23+23 = 46
voi y = 12 - 23 = 276; vastavad z vadrtused on 277,57,57,277 ning x vaar-
tused on 276,46, 34,24. Arvu 23 - 11 negatiivsed tegurid lahendeid ei anna,
kuna siis tuleks z — 23 = (z — y) + (y — 23) < —23, sest 2 — y < —23 voi
¥ — 23 < —23. See aga tihendaks, et z peaks olema negatiivne.

Lahendus 3. Asendame esimesest vorrandist z = x+ y —23 teise vorrandisse;
lihtsustades nagu lahenduses 1, saame

Xy =23x+23y-23-12. (1)

Vorrandi (1) parem pool jagub 23-ga, sest koik liidetavad jaguvad 23-ga. Ja-
relikult ka vasak pool xy jagub 23-ga. Kuna 23 on algarv, siis kas x voi y
jagub 23-ga. Olgu x = 23k (kui y jagub 23-ga, siis voime lihtsalt x ja y dra
vahetada). Asendades x = 23k vorrandisse (1) ning jagades pooled 23-ga,
saame ky = 23k + y — 12, kust

y=12 11
= =1+ .
y—-23 y-23

Kuna 11 on algarv, viimane murd peab olema tdisarvja k > 0, siis on kaks
voimalust:

e kui y—23 =11,siis k—1 =1, kust saame y = 34, x = 46 ja z = 57,
e kui y—23=1,siis k—1 =11, kust saame y = 24, x = 276 ja z = 277.
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Lisaks tekivad lahendid, kus x ja y on vahetatud.

Lahendus 4. Kirjutame esimese vorrandi kujul x + y = z + 23, tostame selle
pooled ruutu ja lahutame teise vorrandi. Saame

2xy = 46z + 23% - 23. )

Vorrandi (2) parem pool jagub 23-ga, sest koik liidetavad jaguvad 23-ga. Ja-
relikult ka vasak pool 2xy jagub 23-ga. Kuna 23 on algarv, siis kas x voi y
jagub 23-ga. Olgu x = 23k (kui y jagub 23-ga, siis voime lihtsalt x ja y dra
vahetada); siis vorrandisse (2) asendamisel ja poolte jagamisel 46-ga saame
ky = z+11.Asendades niilid x = 23k ja z = ky—11 antud slisteemi esimes-
se vorrandisse, saame 23k+y—ky+11 = 23, mis on samavdirne vorrandiga

(k- 1)(y—23) = 11.

Kuna 11 on algary, siis on kaks voimalust:
ekuik-1=1jay—-23=11,siis y =34, x =46ja z = 57;
ekuik-1=11jay—-23=1,siis y =24, x =276 ja z = 277.

Lisaks tekivad lahendid, kus x ja y on vahetatud.

Lahendus 5. Tostame esimese vorrandi pooled ruutu ja lahutame teise vor-

randi. Saame
272 +2xy — 2xz — 2yz = 23% — 23.

Pérast poolte jagamist 2-ga ja tegurdamist saame

(z=x)(z—y) =253 =11-23.

Olgu 253 = pgning z—x = p, z—y = q.Asendadessiit x = z—pjay =z—¢q
antud siisteemi esimesse vorrandisse, saame z— p — g = 23. Paneme tdhele,
etkui p < 0ja g <0, siis z tuleks negatiivne. Seega p = 1, p = 11, p = 23
vOi p = 253 ning vastavalt g = 253, g = 23, g = 11 v6i g = 1 jalahendid on
kujul x =23+ ¢g, y =23+ p, z = 23 + p + g. Asendades jargemdodda koik
neli varianti, saame vastuses loetletud lahendid.

. (Aleksei Ganyukov)

Kolmnurga ABC mediaanil AD valitakse punkt X. Kolmnurga ABX timber-
ringjoon 16ikab kolmnurga ABC mediaani BE punktis Y (Y # B). Kolm-
nurga EXY timberringjoon ldikab sirget DE punktis K (K # E). Toesta, et
punkti K asukoht ei soltu punkti X valikust.

Lahendus. Kuna DE on kolmnurga ABC keskloik, siis DE || AB. Vaatame
algul juhtu, kus punktid A, X, Y, B asuvad ringjoonel selles jérjestuses (joo-
nis 2). Kasutades pdiknurkade ja koolnelinurga AXY B omadust, saame

/DEY = /DEB = ZABE = ZABY =180° - ZAXY = /DXY.
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B D C
Joonis 2 Joonis 3

Jarelikult punktid D, E, X, Y asuvad iihel ringjoonel. Kui aga punktid A, Y,
X, B asuvad ringjoonel selles jdrjestuses (joonis 3), siis saame analoogiliselt

/DEY = /DEB = /ABE = ZABY = ZAXY =180° - ZDXY.

Jarelikult jdllegi asuvad punktid D, E, X, Y iihel ringjoonel. Kokkuvottes
oleme ndidanud, et kolmnurga EXY timberringjoon ldbib punkti D. Seega
kolmnurga EXY timberringjoon 16ikab sirget DE punktis D ehk K = D.
Sellest tulenevalt ei soltu punkti K asukoht punkti X valikust, vaid K on
alati kiilje BC keskpunkt.

. (Hdrmel Nestra)

Juku ja Miku méngivad jargmist méngu. Algul on tahvlil mingi positiivne
tdisarv. Igal kdigul lahutab kumbki méngija parajasti tahvlil olevast arvust
mingi nullist erineva numbri, mis esineb tema v6i tema vastase isikukoodis,
ja asendab tahvlil oleva arvu selle tehte tulemusega. Kdiakse kordamodda,
alustab Juku. Miéngija, kelle kdigu tulemusel tekib tahvlile negatiivne arv, on
kaotanud. Toesta, et mistahes 10 jarjestikuse positiivse tdisarvu seas leidub
selline arv n, et kui algselt on tahvlil arv n, siis Jukul on véimalik méng voita
vastase iga vastuméngu korral.

Mirkus. Isikukood on teatav 16plik numbrijédrjend. Iga kahe inimese isiku-
koodid on erinevad, kuid neis on tthepalju numbreid.

Lahendus. Vaatleme suvalist 10 jarjestikust positiivset tdisarvu; olgu need
a,a+1,...,a+9.Kuiarvude a,a + 1,...,a + 8 seas leidub selline arv n,
et kui algul on tahvlil arv n, siis saab Juku voita iga Miku vastuméngu kor-
ral, siis toestatav vdide kehtib. Oletame niiiid, et arvude a,a + 1,...,a + 8
seas sellist arvu ei leidu. See tdhendab, et olukorras, kus tahvlil on moni ar-
vudest a,a + 1,..., a + 8, ei saa kdigul olev méngija vdita, kui tema vastane
maéngib digesti. Markame niiiid, et kui alguses on tahvlil arv a + 9 ja Juku la-
hutab esimesel kdigul iikskoik millise nullist erineva numbri, siis tekib seis,
kus tahvlil on iiks arvudest a, a+1, ..., a + 8 ja kdigul on Miku. Eelneva poh-
jal Miku voita ei saa, kui Juku méngib digesti. Seega kui algul on tahvlil arv
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a+9, siis saab Juku voita Miku iga vastuméngu korral (kuna iga kahe inimese
isikukoodid on erinevad, kuid neis on iihepalju numbreid, siis nullist erinev
number tihes neist kindlasti leidub). Kokkuvottes kehtib tilesande viide koi-

kidel juhtudel.
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Matemaatika lahtine voistlus

9. detsember 2023 Vanem rihm

Lahendused

1. (Oleg Kosik)
Téhistame suvaliste positiivsete reaalarvude x ja y korral kirjutisega {/y po-
sitiivset reaalarvu z, mille korral z* = y. Tdhistame veel \/y = ¥.
2
Kasarv ‘¥/2 on suurem, vdiksem voi niisama suur kui arv \/5\[?
Vastus: niisama suur.

Lahendus. Markame, et
(\/Eﬁ)ﬁ RN A )
Juure definitsiooni pohjal seega
V2’ = .

Mcirkus. Tahistus {/y defineeritakse matemaatikas ainult juhul, kui x on po-
sitiivne tdisarv. Selleks, et kasutada juurijana irratsionaalarvu V2, oli vaja
iilesande piistituses tdhistust {/y laiendada positiivsetele reaalarvudele.

2. (Hdrmel Nestra)

Utleme, et positiivne tdisarv n on iilipaaris, kui arvu n suurim paaritu te-
gur on vdiksem kui arvu 7 ja tema suurima paaritu teguri jagatis. Kui palju
leidub iilipaaris positiivseid tdisarve, mis on vdiksemad kui 1000?

Vastus: 46.

Lahendus 1. Kui arv d on arvu n suurim paaritu tegur, siis arv - eijagu

iihegi paaritu algarvuga. Toepoolest, kui g jaguks paaritu algarvuga p, siis
oleks arv pd arvu n paaritu tegur, mis on suurem kui d, ja see oleks vas-
tuolus arvu d valikuga. Seega g peab olema 2 aste. Jarelikult tilipaaris on

need ja ainult need positiivsed tdisarvud, mis esituvad mingi 2 astme ja te-
mast vidiksema paaritu arvu korrutisena.

Leiame koik 1000-st vdiksemad {ilipaaris positiivsed tdisarvud nende suuri-
mate paaritute tegurite kaupa.
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e Kui suurim paaritu tegur on 1, siis saab iilejddv 2 aste olla iiks arvudest
2,4,8,16, 32, 64, 128, 256, 512. Kokku 9 voimalust.

¢ Kui suurim paaritu tegur on 3, siis peab {iilejddv 2 aste olema iiks arvu-
dest 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256. Kokku 7 voimalust.

e Kui suurim paaritu tegur on 5 voi 7, siis peab iilejddv 2 aste olema tiiks
arvudest 8, 16, 32, 64, 128. Kokku 2 - 5 ehk 10 voimalust.

e Kui suurim paaritu tegur on 9 voi 11 voi 13 voi 15, siis peab iilejadv
2 aste olema iiks arvudest 16, 32, 64. Kokku 4 - 3 ehk 12 voimalust.

e Lopuks saab suurim paaritu tegur olla iiks arvudest 17, 19, 21, 23, 25,
27, 29, 31, mispuhul {ilejddv 2 aste saab olla ainult 32. Kokku 8 vdoima-
lust.

Jarelikult 1000-st vdiksemate tilipaaris positiivsete tdisarvude koguarv on
9+7+10+ 12+ 8 ehk 46.

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 nditame, et iilipaaris on need ja ainult need
positiivsed tdisarvud, mis esituvad mingi 2 astme ja temast vdiksema paa-
ritu arvu korrutisena. Nimetame seda 2 astet iilipaaris positiivse tdisarvu
paarisosaks. Et suurusjdrjestuses iga teine arv on paarituy, siis on arvust 2k

2
vdiksemaid paarisarve kokku > ehk 251, Astendajate k = 1,2, 3,4, 5 korral

saame seega vastavalt 1, 2, 4, 8, 16 {ilipaaris positiivset tdisarvu, mille paaris-
osa on 2X. Suurim neist on 2° - (2° - 1) ehk 32 - 31 ehk 992, mis on viiksem
kui 1000. Astendajate 6,7, 8,9 korral on suurim paaritu arv, millega korru-
tades jddb tulemus alla 1000, vastavalt 15,7,3, 1. Seega erinevaid sobivaid
paarituid tegureid on vastavalt 8, 4, 2, 1. Kokkuvottes on 1000-st vdiksemaid
ilipaaris positiivseid arve 1 +2 +4 +8+ 16 + 8 + 4 + 2 + 1 ehk 46.

. (Birgit Veldi)
Anu ja Bert médngivad kumbki ChatGPT-ga jargmist midngu. Anu ja ChatGPT
maingus on algul tahvlil arv 2023!, Berdi ja ChatGPT méngus arv 2024!. Iga
kiik koosneb kahest osast. Kdigepealt valib iiks méngija tahvlil oleva arvu
kordarvulise teguri d jajagab arvu sellega l4bi. Seejérel peab vastane tegema
omal valikul iihte jargmisest kolmest tegevusest:

1) korrutada tahvlil olevat arvu arvu d teguriga d’, mille korral 1 < d’ < d;

2) korrutada tahvlil olevat arvu 7-ga;

3) eemaldada tahvlil oleva arvu l6pust null ja tulemus korrutada 2023-ga

(kui arv ei 16pe nulliga, siis seda varianti valida ei saa).

Jargmise kdigu ajal vahetavad mingijad osad. Nii jatkatakse kordamo6dda
ning méingija, kes ei saa nouetekohast toimingut sooritada, on kaotanud.
ChatGPT alustab molemat méngu. Toesta, et ChatGPT-1 on voimalik vdhe-
malt itks méngudest voita.

Méirkus. Kirjutis n! mérgib koigi positiivsete tdisarvude 1,2, ..., n korrutist.
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Lahendus. Vaatame astendajate summa paarsust arvu kanoonilises kujus.
Kuna 2024! = 2023! - 2024 ja 2024 = 2% .11 . 23!, siis on mingude algu-
ses tahvlil olevate arvude kanoonilise esituse astendajate summad 5 vorra
erinevad. Jarelikult need astendajate summad on erineva paarsusega, mil-
lest tulenevalt on iiks neist paaris. Nditame, et selle mdngu saab ChatGPT
kindlalt voita.

ChatGPT valib oma avakdigu esimeses osas mone teguri, mis on tapselt kahe
(mitte tingmata erineva) algteguri korrutis. Peale sellega jagamist on asten-
dajate summa paarsus sama. Ukskoik millise variandi kasuks vastasmingi-
ja seejdrel otsustab, astendajate summa paarsus muutub: esimese ja teise
variandi korral suureneb astendajate summa iihe vorra, kolmanda puhul
viheneb kahe vorra (sest 10 = 2! - 5') ja siis suureneb kolme vorra (sest
2023 = 7! - 17%) ehk kokku suureneb iihe vorra. Seega on ChatGPT avakiigu
16puks paarsus muutunud.

Ukskoik millise teguriga vastasmingija niitid vahetatud rollides arvu ldbi ei
jaga, lopetab ChatGPT kiigu esimese variandiga, valides teguri d’, mis te-
kib arvu d jagamisel méne tema algteguriga. Sel juhul viheneb astendajate
summa kokkuvottes iihe vorra, misottu on paarsus jdlle muutunud ehk as-
tendajate summa on jille paaris nagu alguses.

Seega saab ChatGPT sama strateegiat jitkata. Nii médngides tagab ChatGPT,
et iga tema alustatava kdigu alguseks on tahvlil oleva arvu astendajate sum-
ma paaris. Kuna kirjeldatud strateegia puhul vdheneb iga tervikkidigu tule-
musel astendajate summa {ihe vorra, siis joutakse 16puks olukorrani, kus
mingi kdigu alguses on see summa 1 ehk tahvlil on algarv. Eelneva péhjal
saab see juhtuda vaid teise méngija alustatava kdigu alguses. Seega teine
maéngija kaotab.

. (Erik Paemurru)

Leia koik funktsioonid f(x), mis on médratud koigil 1-st erinevatel reaalar-
vudel, omandavad ainult 0-st erinevaid reaalarvulisi vdartusi ning rahulda-

vad tingimusi f(0) = 1ja f(f(xy) =1 -
xy#ljax#1.

1
——  alati, kui 0,
MGG alati, kui xy #

Vastus: f(x) =

1-x

Lahendus 1. Paneme tdhele, et kui x # 0ja x # 1, siis f(x) # 0ja f(x) # 1.
Toepoolest, erinevus 0-st on iilesandes antud ning kui oletada viitevasta-
selt, et f(x) = 1, siis vOttes y = 1, saaksime f(f(xy)) = f(f(x)) = f(1) ehk
f(f(xy)) oleks madramata ega saaks rahuldada iilesandes antud vérdust.
Seega suvalisele reaalarvule x, mis pole 0 ega 1, on voimalik kuitahes palju
kordi rakendada funktsiooni f.
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z
Valides algses vorduses x =2ja y = 2 kus z #0ja z # 1, saame

2
T f @)

Néeme, et f(f(z)) saavutab koik voimalikud reaalarvulised védadrtused pea-

f(f@) =1

leljal kui z omandab koik reaalarvulised véirtused peale

@)’
0 ja 1. Et aga f(f(2)) ei saa omandada véartust 0, siis on ainus voimalus
1— ———— =0 ehk f(f(2)) omandab koik reaalarvulised védartused pea-

F(@) s P
leOjal.

Valides ntitlid algses vorrandis x = z ja y = 1, kus endiselt z # 0 ja z # 1,
saame

1
TU& = 1= 55 am
Tihistades siin f(f(z)) = x, saame x = 1 — ﬁ ehk
1
fx) = 1—+ ®)

mis eelnevat arvestades kehtib mistahes reaalarvu x jaoks peale 0 ja 1. Ules-
ande tingimuse pohjal f(0) = 1, millest tulenevalt kehtib vordus (3) ka juhul
x=0.

1
Kontroll néitab, et f(x) = I rahuldab kaiki tilesande tingimusi.
-x

Lahendus 2. Vahetades x ja y rollid, saame vorduse

fifeym =1 )

1
ETV))

alati, kui xy #0, xy # 1ja y # 1. Kuna vorduse (4) vasak pool vordub antud
vorduse vasaku poolega, on vordsed ka paremad pooled, millest tulenevalt

YFFFN = xf (o ehk LD T “yf 82
xy#1,x#1,y#1.Fikseerides mingi y = ¢, kus ¢ # 0, ¢ # 1, saame siit
FUF X)) _

X

alati, kui xy # 0,

a, %)
s g = f(f(j:(c)))

1
,alatikui x # 0, x # 1, x # —. Vottes c rolli mingi teise
c

FUfF(f(E))
C/

reaalarvu ¢’, saame analoogselt vorduse (5) juhul a = , alati kui
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1
X0, x#1, x# E Et koigil reaalarvudel peale monede iiksikute peavad
kehtima vordused mélema a jaoks ning erinevate vorduste kehtivuse katke-
1
vuspunktid x = — ja x = — on erinevad, siis vordus (5) peab kehtima alati,
c c
kui x #0jax # 1.
1
Kasutades vordust (5) antud vorrandis, saame f(f(xy)) =1— a_xy alati, kui

xy#0,xy#1, x#1.Igareaalarv z, kus z # 0, z # 1, on esitatav kujul xy,
kus x # 1, jarelikult

1
ﬂf&n=1—52 (6)

alati, kui z #0, z # 1.

Nagu lahenduses 1 nditame, et f(z) # 0, f(2) # 1,kui z # 0, z # 1. Seega
saab vorrandi (6) pooltele rakendada funktsiooni f, mis annab

1
s =£(1- ] )
alati, kui z # 0, z # 1. Teisalt,
1
f(f(f(2)) =az= ﬂ- (8)

1 . . 1
Iga reaalarv x, kus x # 1, x # 1 — —, on esitatav kujul 1 — —, kus z # 0,
az

z # 1. Seega pannes kokku vorrandid (7) ja (8), saame
fx) = ! 9)
T 1-x

1
alati, kui x # 1, x # 1——. Rakendades vordust (9) arvudel x, f(x) ja f(f(x)),

a
saame f(f(f(x))) = x koikide reaalarvude korral, vdlja arvatud moned tik-
sikud. Seega a = 1 ehk vordus (9) kehtib alati, kui x # 0, x # 1. Ulesandes
antud vordusest f(0) = 1 saame, et vordus (9) kehtib ka juhul x = 0.

1
Kontroll néitab, et funktsioon f(x) = I rahuldab kéiki tilesande tingi-
-Xx
musi.

c
Lahendus 3. Asendades y = —, kus ¢ # 0, ¢ # 1, saame
X

X
=1-— . 10
JUI@ =1~ rrrom 4o
Asendades aga algsesse vorrandisse x = ¢, y = 1, saame
1
=1-—. 11
G©) T an
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Vorduste (10) ja (11) vasakud pooled on vordsed, jarelikult on vordsed ka pa-

remad pooled, millest tulenevalt iga reaalarvu x

X 1
cfFFE))  FUSE)
korral, kus x # 0, x # 1. Viimane vordus niitab, et _r*

’ ' ' R ACACAEY)))
ne argumentidel x # 0, x # 1 ehk saame kirjutada f(f(f(x))) = ax mingi

konstandi a jaoks. Asendades niiiid algsesse vorrandisse y = 1 ja arvestades
seost f(f(f(x))) = ax, saame

on konstant-

1
f(fx)=1- P (12)

Analoogselt lahendusega 1 paneme téhele, et f(x) # 0, f(x) # 1, kui x # 0,
x # 1. Seega voib vorduses (12) asendada x kohale f(x), millest saame

ax = f(f(f(x)) =1~

af(x)’
. 1 1 "
millest omakorda f(x) = — - . Siit
a l-ax
1 1 1 1
se=g =g ()
a l-ax

1
1 1
f(f(f(X)))—E'(l—F)—x.

1-ax

1 ..
Jarelikult a = 1 ehk f(x) = -+ kui x # 0, x # 1. Ulesande tingimusest
- X

f(0) = 1 nédhtub, et f(x) = ka juhul x = 0. Kontroll niitab, et funkt-

1-x

1
sioon f(x) = T rahuldab koiki tilesande tingimusi.

Lahendus 4. Nagu lahenduses 1 nditame, et kui x # 0, x # 1, siis saab arvu-
le x rakendada kuitahes palju funktsiooni f.

Jargnevalt néditame, et iga x # 0,x # 1 korral f(f(f(x))) = x. Toéepoolest,
oletades mingi x # 0,x # 1 korral vastupidist, saame asendada algsesse

1 .
—f(f(f(x))) , mis annab f (f(

vastuolus {ilesande tinigmustega.

vorrandisse y = )) = 0. See on aga

_x

FSN
1

Rakendades niitid antud vorduses seda omadust, saame f(f(xy)) = 1— P

kui xy # 0,xy # 1,x # 1. Rakendades tekkinud vorduse pooltele funkt-
siooni f ning omadust f(f(f(x))) = x (saame modlemat teha, sest ei xy ega

1 1
1- x_y pole praegustel eeldustel 0 ega 1), saame xy = f (1 - x_y) Tahis-

1
tades z = 1 — —, saame f(z) = iga reaalarvu z jaoks peale 0 ja 1,
Xy

1-2z
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1 .
sest kujul 1 — x_y esituvad koik sellised reaalarvud. Ulesande tingimusest

f(0) = 1 néhtub, et f(x) = ka juhul x = 0. Kontroll niitab, et funkt-

1-x

sioon f(x) = . !

rahuldab koiki tilesande tingimusi.

. (Sandra Schumann)

Kolmnurga ABC kiilgedel CA ja AB valitakse vastavalt punktid E ja F. Sir-
ged BE ja CF laikuvad punktis P. Olgu Q selline punkt, et PBQC on rdo6p-
kiilik, ja R selline punkt, et AERF on roopkiilik. Toesta, et PR || AQ.

Lahendus 1. Olgu S selline punkt, et PESF on ré6pkiilik (joonis 4). Néita-
me algul, et PR || AS. Selleks méirkame, et kuna PE || FSja ER || AF, siis
/PER = /SFA. Lisaks |PE| = |FS| ja |[ER| = |AF], seega on kolmnurgad
PER ja SFA vordsed tunnuse KNK p6hjal. Jarelikult ka nende kolmnurkade
kolmandad kiiljed on samasihilised ehk PR || AS.

Ulesande lahendamiseks piisab niiiid ndidata, et punktid A, S ja Q asuvad
iihel sirgel. Olgu X sirgete ES ja AF ldikepunkt ning Y sirgete FS ja AE
l6ikepunkt (joonis 5).

A
F
E
p
© C
B R
Joonis 4 Joonis 5
- . |AE| . |AF|
Kodigepealt nditame, et XY | BC. Tdhistame — = xja — = A
|AC] |AB]
R o JAX] |AE|
Kuna EX | CF, siis kiirteteoreemi pohjal = —— = k. Seega
|AF| |AC]
AX AX| |AF AY
|AX] = IAX] | |1AF] = k - A. Analoogselt saame lAv| = k - 1. Kokkuvot-
|AB| |AF| |AB| |AC|
AX AY
S u = u, millest jareldubki, et XY || BC.
|AB|  |AC]
XY AX
Sellest tulenevalt ﬁ = ﬁ Niitd jaab tdhele panna, et kolmnurgad

BCQ ja XY S onsarnased kolme paari samasihiliste kiilgede tunnusel. Seega
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XS XY XS AX
u = | | istottu | L u .Kuna XS || BQ, siis jareldub sellest,
[BQ| IBCI IBQI |AB|

et punktid A, Sja Q on iihel sirgel.
Lahendus 2. Tahistame AC = ¢; ning AB = ;. Defineerime reaalarvud x, A
nii, et AE = xe; ja AF = le,. Siis

AR = AE + AF = ke, + A&y,
EB = AB - AE = &, — xe;,
FC = AC - AF = ¢ — e,.

Defineerime veel reaalarvud «, § nii, et EP = aEB ja FP = ,BF_é . Siis

AP = AF + ,BFC Aes + Bler — Aey) = Beg + (1 — ﬁmeE
AP AE + aEB =xe; +ales —xey) = (1 — a)ke; + ae,.

Jarelikult Be; + (1 — B)Ale; = (1 — a)ke; + aey. Et vektorid e; ja e, pole
paralleelsed, siis vorduse kehtimiseks peavad vorduma ka nende vastavad
kordajad eraldi ehk § = (1 - a)x ja (1— )A = a, kust AP = fie; + ae,. Niiiid
leiame

AR — AP = (k&) + A&3) - (Ber +ae3) = (k= e; + (L - ),
AC+CQ AC + PB =
AC+AB-AP=¢ +e — (fe, +ae) = (1 - Pe + (1 - 1)es.

PR

AQ

Loikude PR ja AQ paralleelsus on samavadrne vektorite PR ja TQ paralleel-

susega, mis on omakorda samavéirne sellega, et nende kahe suunakompo-
_ 2 -

Kb _ A0

1- 1-a«a

nendi kordajad on vordelised. Seega piisab nédidata, et

kK-pU-a)=A-a)1-p).
Kuna x(1 —a) = fja Al — B) = a, siis
K-pPpl-a)=x1l-a)-pA-a)=F-B+af=ap,
M- -p=A0-f-al-P=a-a+af=ap.
Seega vajalik vordus kehtib ja {ilesanne on lahendatud.

. (Richard Luhtaru)

Leia vdhim nuppude arv, mida on voimalik asetada 5 x 5 ruudustiku ruu-
tudele nii, et {ikski kaks nuppu ei asu samal ruudul ega {ihist kiilge omava-
tel ruutudel (diagonaalis iihist tippu omavatel ruutudel voivad nupud olla)
ning tihtegi nuppu ei saa samadel tingimustel ruudustikule lisada.
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Joonis 6 Joonis 7

Vastus: 7.

Lahendus 1. Utleme, et nupp katab ruutu, kui nupp asub kas sel ruudul voi
temaga iihist kiilge omaval ruudul. Vaatleme nurgaalasid mootmetega 2 x 2
ja 5 ruudust koosnevat keskmist risti (joonisel 6 vastavalt rohelise ja puna-
sega).

Iga nurgaruutu kattev nupp peab paiknema 2 x 2 nurgaalas, mis h6lmab se-
da nurgaruutu, mistottu on igas 2 x 2 nurgaalas vihemalt 1 nupp. Iga selline
nupp katab tdpselt 3 ruutu oma nurgaalas, mistottu igas 2 x 2 nurgaalas on
ruut, mida nurgaalades paiknevad nupud ei kata.

Kui ruudustiku keskmisel ruudul asub nupp, siis ei kata see tihtegi ruutu 2 x2
nurgaalades. Uks nupp saab korraga katta vaid kahe erineva 2 x 2 nurgaala
ruute. Jarelikult on ruudustikul vahemalt 3 nuppu lisaks 2 x 2 nurgaalades
paiknevale 4 nupule ehk kokku vdhemalt 7 nuppu.

Kui ruudustiku keskmine ruut on tiihi, siis iga nupp katab tilimalt 2 ruutu
keskmises ristis. Seejuures ei saa tikski nupp, mis katab monda ruutu kesk-
mises ristis, katta nurgaruutu. Seega on ainutiksi risti katmiseks vaja 3 lisa-
nuppu. Jéllegi peab kokku olema vdhemalt 7 nuppu.

Jarelikult on igal juhul vaja vdhemalt 7 nuppu. Véimalus 5 x 5 ruudustiku
katmiseks 7 nupuga on toodud joonisel 7.

Joonis 8 Joonis 9
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Joonis 10 Joonis 11

Lahendus 2. Defineerime katmise nagu lahenduses 1. Oletame, et 5 x 5 ruu-
dustikule on pandud iilimalt 6 nuppu nii, et ihtegi nuppu tilesande tingi-
musel lisada ei saa. Jaotame 5 x 5 ruudustiku dcdretsooniks ja kesktsooniks
(joonisel 8 vastavalt rohelise ja punasega).

Adretsoonis paiknev nupp katab soltumata asukohast tdpselt 3 jérjestikust
ddretsooni ruutu. Kui nupp on seejuures nurgas, siis ei kata ta iihtegi kesk-
tsooni ruutu, muidu aga katab tapselt 1 kesktsooni ruudu. Nurgaruudu kat-
miseks peab nupp asuma dédretsoonis ning iiks ja sama nupp ilmselt mitut
nurgaruutu katta ei saa. Seega peab vdhemalt 4 nuppu asuma &diretsoonis
ja tlimalt 2 nuppu kesktsoonis. Eelneva pohjal katab 4 ddretsooni nuppu
kokku 12 addretsooni ruutu, ddretsoonis on aga kokku 16 ruutu.

Kesktsoonis paiknev nupp katab iilimalt 2 ddretsooni ruutu, kuid 2 dire-
tsooni ruutu on voimalik katta vaid nii, et kaetud ruutude vahele jadb tiksik
nurgaruut (joonis 9). Seega katab kesktsoonis paiknev nupp tilimalt 1 dére-
tsooni ruudu, mis ddretsooni nuppude poolt on katmata. Jarelikult katmaks
koiki ddretsooni ruute, peab diretsoonis asuma vihemalt 5 nuppu. Need ka-
tavad iilimalt 15 ddretsooni ja 5 kesktsooni ruutu. Seega peab viimane nupp
katma vdhemalt 1 ddretsooni ruudu ja 4 kesktsooni ruutu. See on voimalik
ainult juhul, kui kaetav dédretsooni ruut asub kiilje keskel (joonis 10). Niitid
aga on 5 nupu paigutamiseks ddretsooni nii, et nad katavad iilejadnud 15
ddretsooni ruutu, ainus voimalus panna 2 nuppu nurkadesse, aga nii jadb 2
kesktsooni ruutu katmata (joonis 11). Vastuolu néitab, et 5 x 5 ruudustiku
katmiseks on vaja vdhemalt 7 nuppu.

Voimalus 5 x 5 ruudustiku katmiseks 7 nupuga on toodud joonisel 7.

Lahendus 3. Defineerime katmise nagu lahenduses 1. Nurgaruudu katmi-
seks peab nupp asuma kas nurgas voi ddrel nurgaruudu korval ning iiks ja
sama nupp mitut nurgaruutu katta ei saa. Seega peab vihemalt 4 nuppu
asuma nurgaruudul voi ddrel nurgaruudu korval.

Nurgaruudul katab nupp 3 ruutu. Aédrel, kuid mitte nurgas asuv nupp katab
4 ruutu ja mujal asuv nupp katab 5 ruutu. Vaatame kahte juhtu.
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Joonis 12 Joonis 13

e Oletame, et rohkem kui 1 nupp asub nurgaruutudel; olgu nurgaruutu-
del asuvate nuppude arv k. Markame, et 4 nurki katvat nuppu kata-
vad kokku tlimalt 3k + 4(4 — k) ehk 16 — k ruutu, mistottu vihemalt
25— (16 — k) ehk 9 + k ruutu jadb nende poolt katmata. Kuna 9 + k > 10,
siis on nende katmiseks vaja vdhemalt 3 lisanuppu. Kokku on vaja niisiis
vdhemalt 7 nuppu.

e Oletame niiiid, et {ilimalt 1 nupp asub nurgaruudul. Siis leidub vihe-
malt {iks vastasnurkade paar, mis on molemad tiihjad. Uldisust kitsen-
damata olgu vasak iilemine ja parem alumine ruut tithjad ning asugu
vasakut tilemist nurka kattev nupp vasakpoolses veerus (joonis 12). Siis
katmaks vasaku tilemise nurgaruudu korval iilemises reas asuvat ruutu
(joonisel 12 punasega), peab teine nupp asuma kas sellel ruudul véi iile-
mise rea keskmisel ruudul. Analoogne mottekéik kehtib parema alumise
nurga kohta. Seega asub kummaski joonisel 13 punasega vérvitud piir-
konnas 2 nuppu. Peale nende asub kummagi tilejddnud nurga piirkon-
nas (joonisel 13 rohelisega) 1 nupp. Jarelikult asub 6 nuppu ruudustiku
ddrtel ning on vaja veel 1 nuppu, et katta dra keskmine ruut. Kokkuvot-
tes on vaja vdhemalt 7 nuppu.

Voimalus 5 x 5 ruudustiku katmiseks 7 nupuga on toodud joonisel 7.
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Matemaatika lahtine voistlus

9. detsember 2023 Noorem rithm

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Richard Luhtaru)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Nadide, et 4 nuppu on voimalik: 3p
Sealhulgas:

* Sobiv ndide mone suurema nuppude arvu jaoks (nt 6 voi 8): 1p
Toestus, et vahem kui 4 nuppu ei ole voimalik: 4p
Sealhulgas:

e Mirgatud, et iga nupp saab ,katta“ maksimaalselt 5 ruutu: 2p

Ainult dige vastuse ilma pohjenduseta sai 1 punkti. Argumendid stiilis , kui
keskel on nupp, siis peab ka nurka nupu panema, mis on ebaoptimaalne*
ilma detailsemate pohjendusteta said reeglina 5 punkti (kui oli toodud sobiv
ndide 4 nupu jaoks).

Valdav enamus tdislahendustest kasutas Ziirii lahenduse 1 ideed. Moned
opilased tiritasid iilesannet lahendada ,.ahne algoritmi“ abil, asetades esi-
mese nupu keskele, sest see katab kdige rohkem ruute. Kuigi ménikord sel-
line strateegia tootab, siis selles iilesandes see paraku edu ei toonud. See
illustreerib histi, miks vettpidava téestuse jaoks ei piisa argumentidest, et
moni samm tundub , ebaefektiivne”, sest monikord voivad esialgu ebaopti-
maalsena tunduvad sammud anda parema I6pptulemuse.

Moned opilased arvasid, et vastus on 0, sest {ilesandes ei ole 6eldud, et nup-
pe peab asetama. Kuigi on tosi, et nuppe ei pea tilesandes asetama, siis 0 ei
sobi vastuseks, sest tiihi ruudustik ei rahulda nouet ,iihtegi nuppu ei saa
samadel tingimustel ruudustikule lisada“.

2. (Martin Rahe)
Erinevate ldhenemiste puhul kasutati kaht erinevat hindamisskeemi.

Ziirii lahendusega 1 sarnaste lahenduste allpool mirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Pdhjendatud, et viimane number on paaris: 1p
o Idee vaadata nelja jérjestikuse arvu korrutise viimast numbrit: 1p
o Leitud koik voimalused, milline saab olla nelja jarjestikuse tdis-
arvu korrutise viimane number: 2p
Sealhulgas:
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e Toodud vélja, et kui moni tegur jagub 5-ga, siis on viimane

number 0: 1p
e Leitud korrutiste 1-2-3-4ja6-7-8-9 viimane number: 1p
o Leitud jagatise viimane number korrutamisel saadud arvu mo-
lema voimaliku viimase numbri korral: 2p
o Konstruktsioon molema voimaluse jaoks: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste lahenduste allpool mirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Naidatud, et kui méni tegur jagub 5-ga, siis on viimane num-

ber 0: 2p
o Juhul, kui tegurid eijagu 5-ga, viidud korrutis kujule 5m+24 (voi

midagi ekvivalentset): 2p
o Ndidatud, et 8 | m: 1p
o Viidud jagatis kujule 10k + 6 (vo6i midagi ekvivalentset): 1p
o Konstruktsioon molema voimaluse jaoks: 1p

3. (Kadi Siigur)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud eriline arv: 1p
o Pdhjendatud, et arv on eriline: 2p
o Leitud koikvaimalikud ruutude jadgid 8-ga jagamisel: 2p
o Pohjendatud, et leidub 16putult huvitavaid arve kujul 8k + 3 ja

8k + 5: 1p
o Pohjendatud, et leidub Ioputult erilisi arve: 1p

Uldiselt osutus iilesanne keeruliseks. Ulesande osas a) jitsid paljud opilased
kontrollimata, kas arv on ikkagi eriline, mille tottu pakuti vastuseks mitmeid
huvitavaid arve ja kaotati punkte ka pohjenduse puudumise eest. Ulesande
osa b) osutus eriti raskeks, kuna ei tuldud selle peale, et ruutude 8-ga jaga-
misel tekkivaid jadke uurida.

4. (Urve Kangro)

Ziirii lahendustega 1 ja 2 sarnaste (asendusvéte ja teguriteks lahutus) toode
allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Avaldatud iiks muutujatest esimesest vorrandist ja asendatud

teise: 1p
o Leitud sobiv vorrandi vasaku poole teguriteks lahutus (kui pa-

rem pool on konstant): 3p
o Leitud ka parema poole teguriteks lahutus: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 2p

Ziirii lahendustega 3 ja 4 sarnaste (xy jagub 23-ga) té6de allpool mérgitud
osade eest antud punktid summeeriti.
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[e]

Saadud vorrand, kust on néha, et xy peab jaguma 23-ga: 1p

o Jéreldatud, et kas x voi y peab jaguma 23-ga: 1p
o Asendatud vorranditesse x = 23k voi y = 23k: 2p
o Lahendus lopule viidud: 3p

Ziirii lahendusega 5 sarnaste tédde allpool mirgitud osade eest antud punk-
tid summeeriti.

o Esimene vorrand tostetud ruutu ja lahutatud teine vorrand: 1p
o Vasak pool lahutatud teguriteks: 3p
o Parem pool lahutatud teguriteks: 1p
o Lahendus lopule viidud: 2p

Arvutus- voi teisendusvigade eest, kui see andis tulemuseks vigase vorrandi
voi vale lahendi, voeti maha tiks punkt. Lihtsalt proovimise eest punkte ei
saanud, samuti ei saanud punkte nditeks lahendite viimaste numbrite voi
paarsuse uurimise eest.

Ulesanne osutus ootamatult raskeks. Paljudes to6des oli lihtsalt proovitud
erinevaid arvude ruute ja jareldatud, et lahendit ei leidu, voi siis leitud , la-
hend“ x = 12, y = 0, z = —11, mis on kiill tdisarvuline, aga mitte natu-
raalarvuline. Selle eest punkte ei saanud. Mitmetes t6ddes oli kiill asendus
tehtud, aga teguriteks lahutamise peale ei tuldud. Samuti oli mitmetes t66-
X

des saadud vorrand, mis sisaldas murdu 2—3; ning kus koik teised liidetavad
olid tdisarvud, aga sellest ei osatud teha jareldust, et kas x vdi y peab jaguma
23-ga. Samuti esines viga palju arvutus- ja teisendusvigu.

Mdrkus. Kui mitte nduda lahendite tdisarvulisust ja positiivsust, siis on la-
253 253
hendeid 1opmatu hulk: x =23 + ¢, y =23 + < z=23+1+ < kus ¢t on

suvaline nullist erinev reaalarv, ¢ # 0. Sellest avaldisest saab lihtsalt kitte ka
koik tdisarvulised lahendid, vottes ¢ vdadrtusteks koik arvu 253 positiivsed ja
negatiivsed jagajad.

. (Aleksei Ganyukov)

Ziirii lahendusega sarnaste tédde allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Viljendatud kavatsus toestada, et K = D: 1p
o Niidatud, et AB || DE: 1p
o Nididatud, et ZDXY = ZDEY , jalahendus l6pule viidud: 5p

Ulesanne osutus raskeks. Enamasti ei tulnud toime need voistlejad, kellel ei
onnestunud luua head joonist, mis néitaks punktide K ja D kattuvust.

Ulesande tingimus tekitas segadust ja valehiipoteese. Viide, et punkti K
asukoht ei soltu punkti X valikust, tdhendab, et fikseeritud punktide A, B, C
puhul on punkti K asukoht samuti fikseeritud. Moned 6pilased ekslikult ar-
vasid, et punkti X asukoha muutes ei muutu kolmnurkade AXB ja/voi EXY
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iimberringjoonte asukoht voi suurus. Opilastel on soovitatav voistlusjirgselt
kontrollida oma hiipoteeside paikapidavust, kasutades Geogebra rakendust
voi selle alternatiive.

Oluline on moista, et iilesande erijuhtude joonised ei pruugi kajastada koi-
ki voimalikke olukordi ega ole tdislahendused. Lahendused, mis pohinesid
punkti X libistamise argumendil, polnud tildjuhul matemaatiliselt tdpsed ja
punkte ei toonud.

Kui lahendus ei hélmanud moélemat konfiguratsiooni (séltuvalt punktide
A, X, Y, B jarjestusest ringjoonel), kuid oli korrektne vdahemalt iihe konfigu-
ratsiooni puhul, siis selle eest punkte maha ei voetud.

. (Andres Alumets)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid liideti.
o Selgelt vdlja toodud alustajale voitvate ja kaotavate arvude idee: 1p
o Selgitatud ideed mitte otsida kindlat arvu ja voidustrateegiat,
vaid kontrollida ainult nende olemasolu: 1p
o Lahendus lopule viidud ammendavate pohjendustega: 5p

Tiitipviga opilaste téodes oli koikide numbrite olemasolu eeldamine isiku-
koodides. See on iilesande erijuht, kus voitvad ja kaotavad arvud alluvad
lihtsale seaduspédrasusele. See aga ei ole kogu iilesande lahendamise jaoks
kasulik, kuna {tildjuhul lihtsat seaduspira leida ei saa. Sellised lahendused
said tildjuhul 1 punkti.
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Matemaatika lahtine voistlus

9. detsember 2023 Vanem rihm

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Toomas Tennisberg)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

o

Tuldud méttele tosta molemad pooled astmesse V2 v&i tehtud
muu sarnane kasulik tdhelepanek:

Lahendus 6igesti lopuni viidud:
Sealhulgas:
e Lahendus méne algebraveaga 16puni viidud:

4p
3p

2p

Ulesanne osutus {isnagi lihtsaks. Enamik osalejatest suutsid antud arvud
avaldada kujul, millest vordsus on selgelt ndhtav. Peamine komistuskoht oli

s
arvu V2 tolgendamine kui \2/ V2. See apsakas on kiire pilguga lugemisel
vaga kerge tulema ning tilesande parandaja eksis ka nonda, kui tilesannet
esimest korda luges.

2. (Peeter Aleksander Randla)

Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte alljargnevalt.

o

o

Téislahendus:

Muidu tiielik lahendus, aga l6ppvastuse arvutamisel tehtud liit-
mise viga:

Muidu téielik lahendus, aga arvutusvea tottu vaadeldud vihem
juhte:

Muidu tdielik lahendus, aga iilipaaris arvude esinemise mustri
pohjendus ebapiisav:

Emma-kumma niidislahenduse moodi juhtude ldbivaatus, aga
tihte tingimust (kas 2% . d < 1000 voi 2¢ > d) tolgendatud
vigaselt:

Emma-kumma niidislahenduse moodi juhtude ldbivaatus, aga
unustatud iihte tingimust kontrollida (kas 2k . d < 1000 voi
2k 5 d):

Emma-kumma néidislahenduse moodi juhtude ldbivaatus, aga
arv 1 voimaliku paaritu tegurina arvestamata jdetud (st ei ole
loetud vastusesse sisse kahe astmeid):

Oigesti leitud, et kahe astmed on iilipaaris:
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o Leitud koik iilipaaris arvud, kasutades mingit viheadekvaatselt
pohjendatud seaduspérasust: 2p

3. (Birgit Veldi)

Lahenduse eest allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tegurdatud 2024! = 2023!-23 . 11! . 23!: 1p
o Mirgatud, et arvude 2024! ja 2023! kanoonilise esituse astenda-

jate summad on erineva paarsusega: 1p
o Viidetud, et on vdoimalik méngida nii, et peale igat tervikkdiku

on astendajate summa paarsus muutunud: 1p
o Naidatud, kuidas peab ChatGPT kdima ja kuidas muutub asten-

dajate summa, kui ta sooritab kdigu esimest poolt: 2p

Sealhulgas:

e Valesti arvutatud astendajate summa muutus ménel juhul
vOi strateegia, mis t66tab ainult kahe vastasméngija vastu-

mangu korral kolmest: 1p
o Niidatud, kuidas peab ChatGPT kdima ja kuidas muutub asten-
dajate summa, kui ta sooritab kdigu teist poolt: 2p

Mitu 6pilast arvas ekslikult, et 2023! teguriteks on ainult 1,2, 3,...,2023 ja
2024! teguriks lisaks neile ka 2024. Sellisel eeldusel tehtud tdhelepanekud
tegurite arvu paarsuse kohta kahjuks lahenduseni ei vii.

Osa opilasi piitidis iilesannet lahendada, {iritades méngida Anu ja Berdi
mainge stimmeetriliselt. Kuid see ei pruugi olla voimalik, sest madngud ei pea
tingimata samal ajal toimuma ning seetottu ei pruugi saada teises mangus
vastavat kdiku teha. Isegi, kui mdngud toimuks samal ajal, voiks nii tekki-
da olukord, kus iihest méngust voetakse mingi hulk tegureid &ra, aga teises
méngus samu tegureid enam pole. Nditeks kui Bert votaks oma esimesel ki-
gul dra koik alles olevad kahed, siis ChatGPT ei saaks Anu méangust tidpselt
sama palju kahtesid dra votta.

4. (Hendrik Vija)
Erinevate ldhenemiste hindamiseks kasutati kaht erinevat skeemi.

Ziirii lahenduse 4 allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

1
o Viidetud, et funktsioon f(x) = 1 rahuldab tilesande tingi-

musi: 1p
o Leitud, etiga x # 0, 1 korral f(f(f(x))) = x: 3p
o Tingimust f(f(f(x))) = x kasutades vilistatud koik funktsioo-
1
id 1 = —: 3
nid peale f(x) =5 p

Ziirii lahenduse 1 allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
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1
o Viidetud, et funktsioon f(x) = - rahuldab iilesande tingi-

musi: Ip
o Toestatud, et f(f(x)) omandab koik reaalarvulised vdartused
peale Oja 1: 4p
Sealhulgas:
e Fikseeritud arv x, varieeritud arvu y ning uuritud, milliseid
vadrtusi omandab tingimuse parem pool: 1p
1
o Ndidatud, etiga z = f(f(x)) jaoks f(z) = 12 2p
-z
Sealhulgas:
* Proovitud asendust y = 1: 1p

Soltumata lahenduskdigust rakendati tiitipvigade puhul jargmisi karistusi.
o FEi ole arvestatud lisatingimustega xy # 0, xy # 1ja x # 1, aga
seda on voimalik kergesti teha: -1p
o FEiole arvestatud lisatingimustega xy # 0, xy # 1, x # 1 ja selle
puudujédédgi parandamine néuab rohkem t66d: -2p
Ulesanne osutus ootuspéraselt kiillaltki raskeks. Sageli otsiti funktsiooni f
ainult kooliprogrammist tuttavate funktsioonide hulgast. Sellistes t6ddes
leiti, et kuna funktsiooni méaramispiirkonda ei kuulu arv 1 ning muutumis-

piirkonda ei kuulu arv 0, siis funktsioon f(x) = on loomulik valik. See

-x
on hea meetod vastuse dra arvamiseks, kuid endiselt tuleb ndidata, et iikski
muu funktsioon ei sobi, mis on tilesande pohiosa.

Paljudes toodes jouti asenduste y = 1 ja z = f(f(x)) abil jareldusele, et
1

fl2) = -2 ning l6petati lahendus &dra. Tegelikult ei saa aga z olla mis ta-
-z

hes reaalarv, vaid ainult selline arv, mida on vdimalik saada mingile reaal-
arvule x kaks korda funktsiooni f rakendades. Samuti oldi paljudes t66-
des hooletu kontrollimisega, et ei mindaks vastuollu tilesande tingimustega
xy#0,xy#1,x #1.

. (Kristjan-Erik Kahu)

Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte alljargnevalt.

o Taislahendus: 7p
o Taislahenduses kasutatav lisakonstruktsioon: 3p
o Kasutu proovimine: Op
o Algusesse toppama jadnud analiiiitiline lahendus: Op

Ulesanne oli iillatavalt raske. Ulesande afiinset piistitust arvestades oleks
voinud analiiiitilist Iihenemist kovasti rohkem olla. Praegu tiritas seda vaid
2 inimest (iiks kiill ebadnnestunult). Hetkel ei ole antud lisakonstruktsioo-
nide eest kellelegi punkte, kuna parandaja ei suutnud neist iihtegi tdisla-
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henduseks viia. Opilasel, kes esitab apellatsioonis tidislahenduse, mis kasu-
tab (sisuliselt muidugi) mdnda t66s kasutatud lisakonstruktsiooni ning de-
monstreerib seeldbi lisakonstruktsiooni kasulikkust, voib lisakonstruktsioo-
ni eest punkte saada.

. (Marko Tsengov)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Toodud korrektne konstruktsioon 7 nupu asetuse jaoks: 1p
o Toestatud, et 6 nupuga konstruktsiooni ei leidu: 6p
Véga mitmed lahendajad {iritasid enda tdestuses mingil hetkel véita mingi-
suguse asetuse voi valiku optimaalsust, kuid ilma konkreetse tdestuseta on
see alati alusetu vdide ning argumenti arvesse ei voeta. Erinevaid lahendus-
meetodeid iilesandele oli illatavalt palju, erinedes niiteks algselt varieerita-

va omaduse poolest (nurkadesse nuppude paigutamine, kasutamata ,kae-
tud” ruutude loendamine jne).
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