Kodused iilesanded statsionaarsele riihmale, 4. komplekt
Ulesannete lahendused

1. Leia viga jidrgmises “toestuses”:
VAIDE: Iga tdisarvu n >0 korral 0 =1 = =n.

TorsTUS: Induktsioon n jirgi.

Baas: n =0 . Siis véide kehtib triviaalselt.

Samm: Kehtigu viide mingi tidisarvu n > 0 korral. Veendume, et siis kehtib viide ka n + 1
korral. Et induktsiooni eeldusest saame 0 =1=...=n siis 0=1=0+1=n+1. Seega
0=1=...=n+41.Viide on toestatud.

Lahendus. Esitatud “tGestuses” toodud arutlus induktsiooni sammu kohta ei sobi n = 0 korral,
kuna selles kasutatakse oluliselt vordust 0 =1 .
2. Toesta, et mistahes positiivsete tdisarvude m, n korral kehtib vordus
SUT(n,m) - VUK(n,m) = nm,
kus SUT(m,n) ja VUK(m,n) tihistavad vastavalt arvude m, n suurimat iihistegurit ja

viahimat iihiskordset.

Lahendus 1. Olgu d = SUT(n,m) ning olgu n' = % ja m = % .Siis SUT(n',m') =1 (kui

arv ¢ > 1 oleks arvude n’ ja m’ iihistegur, siis arv ed > d oleks arvude n ja m iihistegur).
Niitame, et VUK(n,m) = n'm'd . Et n =n'd ja m =m'd, siis arv n'm’d on arvude n ja
m {ihiskordne. Teiselt poolt veendume, et arvude n ja m suvaline iihiskordne ¢ jagub arvuga
n'm’d . Toepoolest, kuna arv ¢ jagub arvudega n ja m , siis leiduvad sellised tdisarvud a

ja b,et ¢ =na=mb,seega ¢ =n'da =m'db.Olgu ¢ = 5 ,siis ¢ =n'a =m'b. Seega

¢’ on taisarv, mis jagub arvudega n’ ja m'. Kuna SUT(n',m’) = 1, siis jagub arv ¢’ ka
korrutisega n'm’ . Seega arv ¢’d = ¢ jagub arvuga n'm’d , mida oligi vaja tdestada. Ulesande
lahenduse 16petamiseks paneme niiiid tihele, et

SUT(n,m) - VUK(n,m) =d - (n'm'd) = (n'd) - (m'd) = nm .
Lahendus 2. Esitame arvud n ja m algarvude astmete korrutisena — olgu
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(siin pi1, pa, ..., ps on kéik erinevad algarvud, mis esinevad arvu n wvéi arvu m algtegurina
ning ki, l; > 0 iga i=1,...,s korral). Siis ilmselt

SUT(n,m) H min(k: 1) ja VUK(n, m) H max(ksli)
Kuna mistahes arvude z, y korral kehtib vordus min(z, y) + max(z,y) = « + y , siis

SUT(n, m) - VUK(n, m) H min(ks i) +max(kili) _ H Fitle — .

3. Olgu Q% kéikide positiivsete ratsionaalarvude hulk. Tdesta, et leidub selline funktsioon
f:0QY = Q% misiga x,y € QT korral rahuldab tingimust

fxf(y) = % :

Lahendus. Paneme koigepealt tihele, et iilesandes esitatud tingimuse tdidetuseks on piisav, kui

Fay) = F@)f(y) (1)
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mistahes positiivsete ratsionaalarvude =z ja y korral — tdepoolest, siis f(xf(y)) =

1
= fe)f(f(y) = flx&) - — = M iga 2,y € Q" korral. Paneme ka tihele, et iilaltoodud
Y Y
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tingimustest jareldub vordus f(—) = f(f(f(x))) =
T
vordus f(1)=1.
Asume niitid konstrueerima funktsiooni, mis rahuldaks mistahes positiivsete ratsionaalar-
vude z,y korral tingimusi (1) ja (2). Selleks jirjestame koigepealt kéik algarvud jadas-

se, s.t. nummerdame nad naturaalarvudega: pi, pa, ... (voime seda teha niiteks algarvu-
de kasvamise jirjekorras). Defineerime funktsiooni f koigepealt koigil algarvudel ja nen-

ning sellest z = 1 korral omakorda
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de poordarvudel: f(p;) = pig1, kui ¢ on paaritu arv, f(p;) = kui 7 on paa-
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x # 1 on iiheselt esitatav algarvude astmete korrutisena: x = p;!p;: ...pf; , kus astenda-

mistahes indeksi ¢ korral. Kuna iga positiivne ratsionaalarv

jad ki, ko, ..., ks on positiivsed voi negatiivsed tédisarvud, siis arvestades tingimust (1) ning
defineerides tdiendavalt f(1) = 1 saame funktsiooni f iiheselt laiendada kogu hulgale QF
f(pfllpfj .. .pf:) = f(pi)"™ f(pi)™ ... f(pi.)" . Timselt on tingimus (1) seejuures tdidetud su-
valiste z,y € QT korral. Téestame niiiid, et niiviisi defineeritud funktsioon f rahuldab ka
tingimust (2).

a) Niitame koigepealt, et see tingimus on tiidetud mistahes algarvulise argumendi p; kor-

ral. Téepoolest, kui ¢ on paaritu arv, siis f(f(p;)) = f(pig1) = — ; paarisarvulise ¢ korral
i
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b) Olgu niitid « = pfllpf; .. .pf: suvaline iihest erinev positiivne ratsionaalarv, siis

FUF) = FUF@EpEz o) = F(Fa) " Fpa) ™ o f(pi)) =

= S ST S = pii it =1
¢) Tingimus (2) on tdidetud ka @ =1 korral: f(f(1))=f(1)=1= % :

7o) = 1(

. Toesta, et arvu (1 —1—\/5)" saab esitada kujul a+bv2 ,kus a ja b on ithistegurita tédisarvud.

Lahendus. Rakendame induktsiooni n jirgi.

Olgu n =1, siis (1—1—\/5)1:1—1—\/5) ,s.b. a=b=1 ning SUT(1,1)=1.

Kehtigu niiiid mingi n védirtuse korral vérdus (14+/2)" = a+0v2, kus SUT(a,b) = 1 . Siis
(L+V2)" = (a+0v2) - (1+V2) = (a+2b) + (a + b)v2 . Olgu SUT(a+ 2b,a+b) =d , siis
arv (a4 2b)—(a+b) = b jagub arvuga d ning arv (a+b) —b=a jagub arvuga d — seega
d=1.

. Olgu ay,as,...,a, suvalised tdisarvud. TCesta, et korrutist
(@i4+1)-(a3+1) ...-(a2+1)
saab esitada kahe tdisarvu ruutude summana.

Lahendus. Rakendame induktsiooni n jirgi.

Olgu n =1, siis arv a4+ 1 esitub arvude a; ja 1 ruutude summana.



Kehtigu niiiid vérdus (af +1)-...-(aj_, +1) = m? +n* . Siis

(af +1) ... (ag_g +1) - (ag +1) = (m* +n?) - (af + 1) =
= (may + n)2 + (nap — m)2 .
. Olgu antud seitse mittenegatiivset reaalarvu ai, as, as, as, as, as, a7 , kusjuures a; = a7 =0 .

Toesta, et mingi indeksi i € {2,3,4,5,6} korral kehtib vorratus
@iy + aj_1 < aV3.

Lahendus. Oletame vastuvéiteliselt, et iga ¢ = 2,3,4,5,6 korral kehtib vastupidine vorratus
ajp1+a;—1 > a;iV/3 . Rakendades seda vorratust jargeméooda ¢ = 2, 3,4, 5 korral, saame vastavalt
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korral as > a6\/§ — vastuolu.

as < ja as < agV/3 . Teiselt poolt annab sama vorratus ¢ = 6

. Olgu f(») = 1f_| R g(z) = siny/x ning h(z) = 1 — f(z) iga « € [0,00) korral. Leia
T
(fogoh)(z).
. 142z — 22
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Vastus: (fogoh)(z)= on midratud, kui z € [O,T] .
1 2
1+ sin %

Lahendus. Et (fogoh)(x) = f(g(h(x))) ning funktsioonid f, ¢ ja h on méidratud ai-
nult argumendi positiivsete vidrtuste korral, siis leiame kdigepealt funktsiooni h(x) kuju ja

1 2
positiivsuspiirkonna: h(z) = 1 — f(z) = Stro (kuna vaatleme ainult juhtu = > 0,

1+«
voime siin absoluutvéidrtuse margid Ara jétta) ning h(z) > 0, kui z < +2\/_

1+5
9

1+ — a2 1+ 2 — 22
(goh)(z) =sin o . Et vaadeldavate x viirtuste korral ilmselt 0 < o <1,
1+ =z 1+

siis (g o h)(x) > 0 koikide selliste x védrtuste korral. Niisiis on ka funktsioon (f o go h)(x)
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. Niisiis on

funktsioon (g o h)(z) = g(h(x)) midratud ainult siis, kui 0 < =z < , ning sel juhul

midratud iga z € [0, ] korral ja omab siis kuju

1+az—2?
o C1+x
(Fogons = U (gho)(h L
1—|—sm”1+l‘_l‘
1+ =z

. Leia funktsioonid f ja ¢ , misiga reaalarvu x korral rahuldavad vorrandisiisteemi
fRe+ D +g(z—1)==
f2x 4+ 1) —2g(x — 1) = 227

1
Vastus: f(z) = =(z* = 1), g(x) = —g(?l‘z +3z+1).
Lahendus. Liites teisele vorrandile kaks korda esimese vorrandi, saame vorduse 3f(2¢ + 1) =

2
= 2(2? 4+ x), millest f(2zx + 1) = g(xz + ) . Teeme muutuja vahetuse y = 2z + 1, siis
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y—1 . 1,
= =—(y"—1).
p=Y0 o f) = 507 )
Lahutades niitid esimesest vorrandist teise, saame 3g(z — 1) = z — 222 | millest leiame
1
gz — 1) = g(x — 2z%) . Tehes muutuja vahetuse z = x — 1, saame = = z + 1 ja

1
g(z) = —§(2z2 +3241).

Mirkus: Ulesannete 9-11 lahenduste uurimisel tee ise vajalikud joonised!

. Ldbi kolmnurga ABC' tipu A ja mediaani C'D keskpunkti E joonestatakse sirge, mis loikab

kolmnurga kiilge BC punktis F' . Millises suhtes jagab punkt F' kiilje BC' 7

Vastus: 1:2.

Lahendus. Teeme homoteetse teisenduse punkti A suhtes teguriga 2. Olgu €’ punkti C
kujutis ja £’ punkti E kujutis. Kolmnurk ACD teiseneb siis kolmnurgaks AC’B , kusjuures
16igud AE’ ja BC on kolmnurga AC’B mediaanid. Kuna mediaanide l6ikepunkt jaotab kaik
mediaanid suhtes 1: 2, siis

Icr| 1

|FB| 2
Olgu P; kumer iiheksatipuline hulktahukas tippudega A; , As, ..., Ag ning Py, P35, ...,
Py hulktahukad, mis on saadud hulktahukast P; selliste paralleelliiketega, mis viivad punkti
Ay vastavalt punktideks As, Az, ..., Ao . Toesta, et vihemalt kahel hulktahukatest P; |
Py, ..., Py leidub iihine sisepunkt.

Lahendus. Vaatleme hulktahukat P | mis on saadud hulktahukast P; homoteetsel teisendusel
keskpunktiga A; ja teguriga 2 ning nditame, et see sisaldab koiki hulktahukaid P, Ps ...,
Py .

Hulktahuka P; jaoks on see viide ilmne. Votame niiiid suvalise punkti X hulktahukast F; |
kus i € {2,3,...,9}. Olgu Y hulktahuka P; punkt, mis teiseneb punktiks X , kui hulk-
tahukas P; teisendada paralleelliikkega hulktahukaks F; . Et punktid A4; ja Y kuuluvad
hulktahukasse P; |, siis hulktahuka P; kumeruse tottu kuulub sinna ka 16igu A; Y keskpunkt.
See on aga rospkiiliku A1 A; XY diagonaaalide loikepunkt ja teiseneb vaadeldava homoteetia
tulemusel punktiks X . Seega hulktahuka P; suvaline punkt X kuulub hulktahukasse P .
Kuna hulktahuka P ruumala V(P) = 8V(P;) ning ta sisaldab 9 hulktahukat Py, Pa, ...,
Py, millest igaithe ruumala on V(P;) = V(Py), siis leidub kaks hulktahukat, mille iihisosa
ruumala on positiivne. Nendel hulktahukatel ongi siis iihine sisepunkt.

Kolmnurga ABC kiilgedele AC ja BC' konstrueeritakse ruudud ACA1A4s ja BCOB1Bs .
1
Toesta, et kolmnurga ABC mediaan C'M on risti 16iguga A; By ning |CM|= §|AlBl| .

Lahendus. Poorame kolmnurka ABC  90° vorra iimber punkti €' nii, et punkt A teiseneks

punktiks A; . Olgu B’ punkti B kujutisja K punkti M kujutis. Paneme tihele, et punktid

B', C ja B asuvad iihel sirgel ning |B'C| = |BC| = |CBy|. Et ka |B'K| = |KA4],

siis CK on kolmnurga A;BiB’ keskloik, s.t. 16igud CK ja A;B; on paralleelsed ning
1

|CK| = §|AlBl| . Kuna 16igud CM ja CK on risti ja |[CM| = |CK]|, siis on mdlemad

iilesandes esitatud viited toestatud.




