Uhikmurrud ja egiptilised esitused

Uhikmurruks nimetatakse mingi positiivse tdisarvu poordvédartust. Uhik-

murrud on niisiis arvud 1, 331

Vana-Egiptuse matemaatikas esitati koiki murdarve paarikaupa erine-
vate ithikmurdude summana. Tdnapéeval pole see levinud, kuid eksisteerib
siiski arvuteooria haru, mis uurib taoliste esituste voimalusi ja omadusi. Er-
inevates késitlustes kas lubatakse arvul 1 esituses korduda voi tuuakse arvu

tdisosa eraldi vélja.

jne.

Nimetame ratsionaalarvu esitust paarikaupa erinevate iithikmurdude
summana niiteks egiptiliseks esituseks (ingl EQyptian fraction). Loeme arvu
egiptilised esitused vordseks parajasti juhul, kui liidetavate jarjestamisel
saame sama formaalse summa.

Niiteks koik tihikmurrud ise esituvad egiptiliselt iihe liidetavaga sum-

mana, kus liidetavaks on see tihikmurd ise. Arv 3 egiptiliseks esituseks on

1 1 1 1
3 + 5 kuid mitte — + —, sest liidetavad peavad olema paarikaupa erinevad.

Arv 0 esitub egiptiliselt tiihja summaga, see on ka arvu 0 ainus egiptiline
esitus.

7
o Leia arvu s moni egiptiline esitus.
e Kas samal arvul voib leiduda mitu egiptilist esitust?

Mittenegatiivse ratsionaalarvu egiptilise esituse tuletamiseks on palju
erinevaid algoritme. Vaatleme siin kaht kdige loomulikumana pdhe tulevat.
Toestame kummagi kohta samad kaks fakti, tilejadnud seonduvad olulised
asjaolud on formuleeritud tilesannetena.

Maksegiptiline esitus. Kdige loomulikum ldhenemine on arvu r > 0
egiptiliseks esitamiseks leida suurim tihikmurd u, mis rahuldab tingimust
u < r, ja votta summasse u koos jadkosa r — u esitamisel sama algoritmi
jargi saadavate murdudega. Juhul r = 0 anname lihtsalt tithja summa vilja.

Teoreem 1. Kirjeldatud algoritmi arvutatava summa vddrtus vordub algse
ratsionaalarvuga.

TOESTUS. Néitame induktsiooniga k jérgi, et kui algoritm annab rat-
sionaalarvul r = 0 vilja k liildetavaga summa, siis selle summa vaértus on r.
Kui k =0, siis peab olema r = 0, sest juhul r > 0 leiab algoritm vdhemalt



tihe liidetava. Seega vidide kehtib, sest 0 liidetava summa vaértus on 0.
Eeldame niiiid, et védide kehtib k korral, ja andku algoritm véilja sum-
ma Uy +...+ Uy - Siis 7 > 0, muidu poleks positiivse arvu liidetavaga sum-
ma saamine voimalik. Jarelikult summa uy + ...+ uy4 on algoritmi tulemus
arvul r — u; . Induktsiooni eeldusest tulenevalt vy + ...+ upy; =17 — uy . Jare-
likult uy +...+ ug1 =7. a

Teoreem 2. Kirjeldatud algoritmi arvutatava summa liidetavatest saab kor-
duda vaid iihikmurd 1.

TOESTUS. Olgu ratsionaalarvu r > 0 jaoks esimesena valitud tithikmurd

1 1 1 1
—, kusjuures — < 1, ja teisena valitud tthikmurd — . Siis n>1jar——>0.
n m n
1 2 1 2 1 1 ..
Seega r < —— < —— = —, mis annab — = — - — >r - — = — . Kuna iile-
n—1 n n n n m
jaanud liidetavad moodustavad jadkosa esituse sama algoritmi jargi, siis
tulemussumma liidetavad arvutatakse rangelt kahanevas jarjekorras, kor-
dused on vilistatud. Sama kehtib ka juhul, kui r jaoks esimesena valitud

tihikmurd on 1, aga tagapool ilmuvad ka védiksemad tihikmurrud. O

n

Vastavalt esituse saamisviisile — jérjest valida suurim voimalik {ihik-
murd — nimetame selliselt saadavat esitust maksegiptiliseks esituseks.

Toesta, et iga ratsionaalarv r = 0 on maksegiptiliselt esituv, kusjuures
liildetavate arv esituses pole suurem kui lugeja r esituses taandumatu
murruna.

o Kirjuta programm, mis iga ratsionaalarvu r = 0 jaoks leiab tema maks-
egiptilise esituse.

Jéreldusena saame, et igal ratsionaalarvul leidub parajasti iiks maks-
egiptiline esitus, sest esitust spetsifitseerivas algoritmis pole valikuvabadust,
mitut 16ppvastust ta vilja anda ei saa.

Lahutusegiptiline esitus. Teine iisna loomulik viis ratsionaalarvu r = 0
egiptilise esituse arvutamiseks on jargmine. Leiame esituse taandumatu

n . 1 .. .
murruna r = —. Teisendame summat — +...+ — jédrgnevalt kirjeldata-
m m m

n
vate sammudega jark-jargult niikaua, kuni oleme joudnud olukorrani, kus
kordub ainult liidetav 1, siis ldpetame. Kui summas esineb veel 1-st vdikse-
mate liidetavate kordumisi, siis valime meelevaldselt kaks vordset liidetavat

1 1
T Kui k=2i, i € Z", siis asendame need kaks liidetavat iihe liidetavaga —.
i

2



Kui k=2i+1, i€Z", siis asendame need kaks liidetavat liidetavatega ﬁ
1

TSI

Teoreem 3. Kirjeldatud algoritmi arvutatava summa vddrtus vordub algse

ratsionaalarvuga.

j

n
TOESTUS. Olgu r =0 ja r = — tema esitus taandumatu murruna. Algne
m

1 1 1
summa — +...+ — vordub viairtuselt r-ga. Kahe liidetava % asendamine
m m i

[
n
L 1 . 1 2 1 1
ihe liidetavaga — summa véartust ei muuda, sest - = — = — + —. Ka
i i 211 20 21
kahe liidetava asendamine liidetavatega —— ja ——— ei muuda
i+1 (G+Dk

1 1 k+1 2041+1 i+1+i+1
summa vaartust, sest —— + — = — = - = - =
i+1 (+Dk (@(+Dk (i+1Dk (i+Dk

1 1
T + % Seega teisendused sdilitavad summa véartuse, ka Iloppsumma peab
vorduma algse summa véaartusega ehk arvuga r. O

Teoreem 4. Kirjeldatud algoritmi arvutatava summa liidetavatest saab kor-
duda vaid tihikmurd 1.

TOESTUS. Vastavalt algoritmi kirjeldusele saab ta t66 lopetada vaid sell-
ise summa leidmise puhul. O

Pohisammuks selles arvutuses on iihesuguste liikmete lahutamine ka-
heks erinevaks. Sellest tulenevalt nimetame nii saadavat esitust lahutus-
egiptiliseks esituseks.

Toesta, et iga ratsionaalarv r = 0 on lahutusegiptiliselt esituv, kusju-
ures liidetavate arv esituses pole suurem kui lugeja r esituses taandu-
matu murruna.

Toesta, et arvu lahutusegiptiline esitus on iihene, st ei soltu algoritmi
t66 kdigus tehtavatest valikutest.

o Kirjuta programm, mis iga ratsionaalarvu r = 0 jaoks leiab tema lahu-
tusegiptilise esituse.
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Kas iga ratsionaalarvu r € [0;1] maksegiptiline esitus on minimaalse
liidetavate arvuga r esitus tthikmurdude summana?

Kas iga ratsionaalarvu r € [0; 1] lahutusegiptiline esitus on minimaalse
lildetavate arvuga r esitus tihikmurdude summana?

Kas iga ratsionaalarvu r € [0; 1] maksegiptiline ja lahutusegiptiline es-
itus on vordsed?

Kas iga ratsionaalarvu r € [0; 1] maksegiptiline esitus sisaldab tilimalt
samapalju liidetavaid kui lahutusegiptiline esitus?

Kas iga ratsionaalarvu r € [0;1] lahutusegiptiline esitus sisaldab tili-
malt samapalju liidetavaid kui maksegiptiline esitus?

Kas iga ratsionaalarvu r = 0 maksegiptilises ja lahutusegiptilises esi-
tuses esineb {thikmurd 1 tihepalju kordi?

Kas iga ratsionaalarv r = 0 esitub paarikaupa erinevate {thikmurdude
summana?

Kas iga ratsionaalarv r = 0 esitub paarikaupa iihistegurita naturaalar-
vude poordarvude summana?

Raskemad tlesanded

Iga positiivse naturaalarvu n jaoks olgu

e(n) = M,
n

kus ¢ on Euleri funktsioon. Toestada, etiga n < 9699690 korral e(n) >
2(9699690). (1996 ,BALTI TEELE" PAKUTUD ULESANNETEST)

Olgu p algarvja b > 1 temaga mitte jaguv tdisarv. Toesta, et p poor-

darvu periood positsioonilises esituses alusel b on arvu p —1 jagaja.
1

Olgu antud suvaline naturaalarv b > 1 ja algarv p{ a. Arvu — esituses

alusel b jagatakse esimene periood meelevaldselt vordse pikkusega
osadeks. Iga osa korral leitakse ratsionaalarv, mille b-ndesituse ko-

majdrsete numbrite jada on parajasti arvu — b-ndesituse numbrite

jada alates valitud osa esimesest numbrist. Tdesta, et saadud ratsion-
aalarvude summa on tdisarv.



Kodune t66. Harjutusiilesannete norm holmab koik selles jaotises
toodud tilesanded, sealhulgas ka siintoodud tilesanded 16-18, mis on voe-
tud sessioonil jagatud ratsionaalarvude materjalist. Loomulikult on soovi-
tavlahendada iseseisvalt ka koik teised sessil jagatud materjalis toodud {ile-
sanded ning otsida veebist juurdegi.

Tundmatutest maoistetest, nagu néiteks Euleri ¢-funktsioon, leiab teavet
veebist. Ka egiptiliste murdude kohta on veebis infot, kuid siin toodud iile-
sanded voiksite olla suutelised ilma abita dra lahendama.



