Koduiilesanded matemaatikast: 5. komplekt 2005/2006 da

Ulesandeid arvuteooriast (nooremale rithmale)
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2. Poliinoomi z® + pa? + gz + r nullkohad on z1, zs, x5, kus p,q,r € R on etteantud arvud.

Leia poliinoom, mille nullkohad on 2%, z3, z3.

Lahendus. Viéte’i valemite abil

p=—(z1 + 32 + 73);
q = X122 + T1T3 + T2T3;

T = —X1X2T3.

Saadud vordusi teisendades saame

T+ 22+ 23 = —p;
T1X2 + 123 + T2X3 = ¢;

T1Xox3 = —T.

Pidades silmas Viéte’i valemeid, peavad uue vorrandi kordajad olema (muutuja x astme-
néitaja kahanevas jarjekorras)

—(af + 23 +23) = —[(21 + 22 + 23)% = 22122 + 2123 + 2223)] = —(p* — 2) = 2¢ — p*;
w2x2 + 23k 4 wiad = (v120 + 1123 + To23)? — 2w w0w3 (11 + 20 4 23) = ¢ — 2pr;
—2iried = —(r1wow3)? = —r?

Seega on ndutud vorrand kujul

2%+ (2q — p*)a* + (¢* — 2pr)z —r* = 0.



(a) Kas leidub téisarvuliste kordajatega poliinoom P nii, et P(2) =0 ja P(0) =47

(b) Kas leidub téisarvuliste kordajatega poliinoom P nii, et P(1) =7 ja P(8) =97

(c) Milliste tdisarvude n korral leidub téisarvuliste kordajatega poliinoom P, et P(1) =7
ja P(8) =n?

Lahendus. (a)-osas sobib noutavaks poliinoomiks néiteks P(z) = —2z + 4.

Pidades silmas jaguvust m —n| P(m)— P(n), kus m ja n on suvalised tdisarvud, saame, et
(b)-osas 8 — 1| P(8) — P(1) ehk 7|2, mis ei kehti. Seega ndutavat poliinoomi ei eksisteeri.

(c)-osas saame, et 8 — 1| P(8) — P(1) ehk 7|n — 7, millest jireldub, et n =7k, kus k € Z.
Teiselt poolt, suvalise tdisarvu n = 7k korral, kus k£ on mistahes téisarv, voime votta
P(z)=(k—1)(z — 1)+ 7, misjuhul P(1) =7 ja P(8) = 7k = n, nagu soovitud.

. Skitseeri koordinaattasandil koik punktid (z,y), mis rahuldavad vordust

{z} +{y} =1

(siin {r} =r — [r], kusjuures [r] on suurim taisarv, mis ei iileta arvu r).

Lahendus. Vaatleme kdigepealt juhtu 0 < 2 < 1, 0 < y < 1. Siis {z} = =, {y} =y
ning esialgne vorrand saab kuju 2?2 + y2 =1. Seda vorrandit rahuldavad parajasti kdik
iihikringjoone punktid, kusjuures antud tingimuste tottu vaatleme punkte esimeses veerandis
ja peame jitma ka punktid (1,0) ning (0,1) vilja.

Suvaliste z ja y korral piisab mérgata, et (x,y) rahuldab antud vordust parajasti siis,
kui ({z},{y}) rahuldab antud vordust. Niisiis rahuldavad antud vordust parajasti lisaks
veel punktid, mis on saadavad eelmises 16igus toodud iihikringjoone punktidest téisarvuliste

koordinaatidega vektori abil nihutamise teel.

Ulaltoodud arutelu pohjal kujutame vordust {z} + {y} = 1 rahuldavad punktid (z,%)
koordinaatteljestikus:
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5. Leia vorrandisiisteemi

1+ 2o+ -+ To006 = 2006
4, .4 i _ .3, .3 3
T{+ Ty + -+ Typ0e = XY+ T+ F Thpge

koik reaalarvulised lahendid.

Lahendus. Siisteemi teisendame kujule

(21 —1)+ (x2 = 1)+ + (22006 — 1) = 0
af (w1 — 1) + a3(w2 — 1) + -+ + 23506 (22006 — 1) = 0

Lahutades teisest vorrandist esimese, saame pérast tegurdamist
23y —1) = (2 — 1) = (2 — 1322 + 2, +1), n=1,2,...,2006,
et
(1 = 1)%(@F + a1+ 1) + (22 — 1)*(25 + 22 + 1) + - + (22006 — 1)* (#3006 + 2006 + 1) = 0.

Pidades silmas, et

1
22 fx, +1= 5-($%+(Jcn+1)2+1) >0, n=1,2,...,2006,
kehtib (2, — 1)*(22 + =, + 1) > 0 iga n = 1,2,...,2006 korral. Seega saame ainsa
voimalusena z1 = xo = -+ = x006 = 1.

6. Olgu r, s ja ¢ vorrandi z(x — 2)(3x — 7) = 2 lahendid.
(a) Tdesta, et 7, s ja t on positiivsed reaalarvud.
(b) Leia arctanr + arctan s + arctant.

Lahendus. (a) Kirjutades
f(x) = x(z —2)3z —7) = 32° — 132 + 14z — 2,

paneme tihele, et f(0) = —2 ja f(1) = 2, mistGttu antud vorrandi iiks lahend (ehk funkt-
siooni f nullkoht) paikneb arvude 0 ja 1 vahel. Analoogiliselt, f(2) = —2 tottu on teine
lahend arvude 1 ja 2 vahel, ning f(3) = 4 tottu on kolmas lahend arvude 2 ja 3 vahel.

(b) Uldistame nurkade summa tangensi valemit:
tana +tan(8+v) = tana+ ﬁtﬁ%

-tanatan(f+79) 1 - tana - 2RI

tan a + tan § + tany — tan atan S tany

tan(a + B+ 7) =

~ 1— (tanatanf + tan Btanvy + tanytana)’

Valides niiiid o = arctanr, § = arctans ja v = arctant, saame

r+s+4+t—rst
1—(rs+st+tr)

tan(a + 8+ 7) =

Viéte'i valemite kohaselt saame aga avaldada f(z) = 32 — 132% + 142 — 2 nullkohtade 7,

13 14 2
s ja t kohta vordused r + s+t = 3 rs+ st+tr = 3 ning rst = 3" Niisiis

_2
tan(a+ B +7) = 37 =2 =1
ja

a+ f+ v =arctan(—1) = —% + k.



3
Kuna r,s,t > 0, siis o, 3,7 € (0, %) . Seega

3

. Jada (a,) on méidratud jirgmiste tingimustega:
ap=1, a1 =2, n(n+1)apy1 =n(n—1)a, — (n — 2)a,—1 kdigi n > 1 korral. Leia summa
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ay as asz 2006
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Lahendus. Vottes n = 1,2,..., saame as = 3 az = 5’ ay = 21 jne. Tekib hiipotees, et
1 1
Un = —. Oletame, et viide a, = — on oige koigi n < k korral, siis juhul n = k£ + 1 saame
n! n!
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Matemaatilise induktsiooni printsiibi pohjal kehtib a, = — kdigi naturaalarvude n jaoks.
n!

Niiiid aga
a a a a 1 2 3 2006 - 2007
DS 2 B o S D3 12006 = 5
ay az  as 2006 2 = 2 2

2

. Reaalarvude a,b, ¢, d jaoks kehtivad jargmised vordused:

a+b=12

ar +by = 115
ar® +by? = 187 -
ax® +by® = 877

Leia avaldise ax? + bz véirtus.
Lahendus. Me saame
(az® 4+ bx®)(x +y) = (ax* + by*) + (ax® + by*)xy,
ehk teisisonu,
azt + byt = 1872y — 877(x + y).
Seega piisab médrata suurused x + y ja zy. Analoogiliselt kirjutame selleks

(az +by)(z +y) = az® +by® + (a + b)zy
(az? +by*)(z +y) = ax® +by® + (ax + by)zy

ehk

115(z +y) — 122y = 187
187(z +y) — 1150y = 887 -
10861 67036 .
Ty = ————— ning

1t saame nuud vorrandisusteemi lahendamise jarel x + y —10981, 10981

jarelikult
azt 4 by* = 187xy — 877(x + y) = —20009.



