Treeningvoistlus IMO-2009 voistkonnale

Tartus, 25. juunil 2009

Vastused ja lahendused

1. Vastus: n on algarv voi 1.

Olgu P(x) = akxk + ...+ a1x + ap. Tingimusest P(n) = 1 saame, et ap = 1
(mod d) arvu n suvalise jagaja d korral (sest P(n) avaldise koik tilejadnud liik-
med jaguvad n-ga ja seega ka d-ga).

Olgu niitid n > 1 ja p arvu n vihim algtegur. Kui n # p, siis P = p - 1/,
kus n’ = p, ning tingimusest P(n') = p saame, et ap = p (mod n'), mis on
vastuolus eespool tdestatuga, et ap = 1 (mod 7).

Kui 7 on algarv voi 1, siis sobib P(x) = n+1 — x.

Joonis 1

2. Olgu c¢; ringjoon diameetriga BC, siis tingimusest /BPC = 90° saame, et
punkt P paikneb ringjoonel ¢; (vt joonist 1). Olgu ¢, ringjoone c; peegel-
dus sirge BP suhtes, siis tingimusest Z/BAP = ZBCP ning sellest, et punk-
tid A ja C on erineval pool sirget BP, saame, et punkt A paikneb ringjoonel
¢>. Olgu niid D kiire CP teine 16ikepunkt ringjoonega c,. Et CP L BP, siis
ka PD 1L BP, mistottu BD on ringjoone ¢, diameeter. Seega kolmnurk ABD
on tdisnurkne (tdisnurgaga tipu A juures) ning kolmnurk MNP, mis saadak-

1
se sellest homoteetiaga keskpunktiga C ja teguriga > on samuti tdisnurkne

(tdisnurgaga tipu M juures).



3. Vastus: koik ruudud, mis asuvad paaritu numbriga reas ja paaritu numbriga
veerus.

Viarvime ruudustiku read vaheldumisi mustaks ja valgeks, nii et esimene ja vii-
mane rida on mustad. Et iga kujund katab 3 tiht védrvi ruutu ja 1 teist varvi
ruudu, siis iga kujundi lisamisel muutub mustade ja valgete katmata ruutude
arvude vahe 2 vorra. Et enne katmist on see vahe 2009 ja kujundeid on paa-
risarv (sest arvu 2009 = 4 - 502 + 1 ruut annab 8-ga jagamisel jadgiks 1), siis
16pus ei saa see olla —1. Seega pole voimalik, et katmata jadb valge ruut, st.
see ruut on must ja asub paaritu numbriga reas. Varvides ridade asemel veer-
ge, saame analoogselt, et see ruut asub paaritu numbriga veerus.

Joonis 2 Joonis 3

Joonis 4 Joonis 5

Jaab ile ndidata, et koik sellised ruudud on voimalikud. Téestame selle viite
kehtivuse mistahes n x n ruudustiku korral, kus n =4k+1ja k=2.Kuin>9
(ehk k > 2), siis iga ruut asub ruudustiku mingist kahest d4rest vihemalt 4 rea
voi veeru kaugusel. Neis dédrtes asuvad ribad laiusega 4 saame antud kujundi-
tega katta nii, et alustame kummastki otsast 4 x 2 tiikkide kaupa ja 16puks jaib



iile 5 x5 tiikk ilma iihe nurgaruuduta, mille jaoks noutav kate on nédidatud joo-
nisel 2. Sellega oleme taandanud tdestatava vdite sarnasele viitele k — 1 jaoks.
Juhul n =9 jadb stimmeetriat arvestades jéirele 6 oluliselt erinevat ruutu. Neist
4 korral saame eespool kirjeldatud viisil taandada esmalt iilesande n = 5 ju-
hule ja kasutada siis joonistel 2 ja 3 ndidatud katmisviise; sobivad katmisviisid
iilejddnud kahe juhu jaoks on ndidatud joonistel 4 ja 5.



