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21.-22. aprill 2016 Teine voor. Esimene pdev

Lahendamisaega on kummalgi pdeval 4 tundi 30 minutit.

Selgitusi tilesannete tekstide kohta antakse esimese 30 minuti jooksul.

Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Palun vormistage igale paberile ainult iihe tilesande lahendus!

1. Kolmnurga ABC kiilgedel AB, BC ja CA on vdetud vastavalt punktid L,
M ja N nii, et sirged CL, AM ja BN loikuvad {ihes punktis O kolmnurga
sees ning nelinurkadel ALON, BMOL ja CNOM leiduvad siseringjooned.
Toesta, et

1 1 1
+ + =
|AL|-|BM|  |BM]|-|CN| |CNI-|AL|
1 1 1
= + + .
|AN|-|BL|  |BLI-|CM| |CM]-|AN]

+

+
N |-

S
<|~

2. Olgu x, y ja z sellised positiivsed reaalarvud, et x + y + z =

Toesta, et xy + yz + zx = 3.

3. Olgu n positiivne tdisarv, mille puhul leidub arvust /n vdiksem positiiv-
ne tdisarv, millega n ei jagu. Olgu (ay,...,a,) suvaline arvude 1, ..., n
permutatsioon. Valime sellest permutatsioonist suurima pikkusega kasva-
va osajédrjendi a;, < ... < a;, ja suurima pikkusega kahaneva osajérjendi
aj, > ... > aj,. Toesta, et jarjendite (a;,,...,a;) ja (a;,...,a;,) arvude
seas leidub vidhemalt iiks arv, millega n ei jagu.

Mdrkus. Jarjendi (x1, xo, ..., X,) osajdrjendiks nimetatakse suvalist jarjendit
kujul (X, Xips s X)), kus 1< ky < ko <...< kpy < 1.
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Lahendamisaega on kummalgi pdeval 4 tundi 30 minutit.

Selgitusi tilesannete tekstide kohta antakse esimese 30 minuti jooksul.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Palun vormistage igale paberile ainult iihe tilesande lahendus!

4. Olgu m fikseeritud tdisarv, m = 2. Kooli iga opilane harrastab tlimalt m
hobi, iga m o6pilase seas aga leidub kaks, kellel on sama hobi. Leia vdhim
opilaste arv, mille puhul saab kindlalt véita, et leidub hobi, mida harrastab
vdhemalt 3 Gpilast.

5. Leia koik positiivsed tédisarvud n, mille korral arv (n2 +11n-4)-n'+33-13" +4
on mingi tdisarvu ruut.

6. Ringjooned k; ja k. 16ikuvad punktides M ja N. Sirge [ 16ikab ringjoont
k1 punktides A ja C ning ringjoont k, punktides B ja D, nii et punktid A,
B, C, D asuvad sirgel [ selles jarjestuses. Olgu X selline punkt sirgel M N,
et M asub X ja N vahel. Kiired AX ja BM ldikuvad punktis P, kiired DX
ja CM aga punktis Q. Tdesta, et PQ | [.
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Lahendused

1. Et ALON on puutujanelinurk, siis |[AL|+|ON| = |AN| +|OL|. Analoogiliselt
IBM|+|OL| = |BL| +|OM]| ja |CN|+|OM| = |CM| + |ON]. Liites need kolm
vordust, saame

|AL| + |[BM| + |CN| = |AN| + |BL| + |CM]|.

Et sirged CL, AM ja BN lbdikuvad iihes punktis, siis Ceva teoreemi pohjal
|AL| - |[BM]| - |CN| = |AN| - |BL| - |[CM]|. Jagades eelviimase vorduse pooled
viimase vorduse pooltega, saamegi vajaliku vorduse.

2. Lahendus 1. Kasutades antud vordust ning aritmeetilise ja geomeetrilise
keskmise vahelist vorratust, saame

1 1 1)
Xyz|—+—+-—
1 1 X ¥y z
Xy+yz+zx=xyz|—+—+—|= =
X Yy z x+y+z

1 1 1
xyz(?+?+?)+2x+2y+2z

x+y+z
( + ! + ! +]’+ ! + 1)
Wwil—sS+—S+—S+—S+—+—
Va2 2y 2y% 222 272 2x?
= +2>
xX+y+z
(1 1 1
xyz|—+—+—
Xy yz zx
x+y+z

+2=23.

Lahendus 2. Korrutades antud vorduse ldbi suurusega xyz, saame
2 2 2 _
X yz+xyz+xyz- =yz+xz+ xy. (1)

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse pohjal kehtib
¥°y* + y22% = 21/ x2y* 22 = 2x)° z ja analoogiliselt ka y?z% + z2x* = 2yz°x

ja z2x* +x*y* = 2zx*y. Liites need kolm vorratust ja kasutades vordust (1),

saame 2(xzy2 + y2z2 +22x%) = 2(x2yz+ xy2z+ xyzz) =2(xy+yz+zx) ehk
x2y2 + y222 +22x% = Xy +yz+zx. (2)
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Korrutades toestatava vorratuse 1dbi suurusega xy + yz + zx, saame sama-
vadrse vorratuse xzy2 +yzz2 +2°x% +2(x2yz+xyzz+xyzz) = 3(xy+yz+zx).
Seoste (1) ja (2) pohjal see aga kehtib.

Lahendus 3. Toestatav vorratus on samavadrne vorratusega

1

1 1
-+ —+- =3 .
x+y+z)(xy+yz+zx) (x+y+2)

Sulgude avamisel ndeme, et see on omakorda samavéddrne vorratusega
1 1 -

—yz+—-z2X+—-Xy=zx+y+z

X y ¥ 2 y y

ehk vorratusega

1 N 1 N 1 - 1 N 1 N 1
—YZH+ —ZX+ — XYy Z— XY+ — Y2+ —-X2.
7 y 2 Y y YT VAR
Viimane jdreldub timberpaigutusvorratusest.
. Lahendus 1. Toestame koigepealt, et kIl = n.Iga i = 1, ..., n puhul olgu

f(i) pikima kasvava ja a;-ga loppeva osajarjendi pikkus ning g(i) pikima
kahaneva ja a;-ga loppeva osajarjendi pikkus. Paarid (f (i), g(i)), i =1, ...,
n on koik erinevad, sest kui i < j, siis juhul a; < a; on f(i) < f(j) ning
juhul a; > a; on g(i) < g(j). Neid paare on n tiikki. Teiselt poolt, suurim
f(@@) on k ning suurim g(i) on [, seega on vaadeldavaid paare {ilimalt kl.
Jarelikult n < kl.

Toestatud viitest saame k+1 = 2vVkl > 2v/n. Et arve, mis kuuluvad korraga
kasvavasse ja kahanevasse osajarjendisse, saab olla tilimalt iiks, siis esineb
jérjendites a;,, ..., a;, ja aj, ..., aj, kokku vihemalt 2v/n — 1 erinevat
arvu. Et vastavalt eeldusele on arvul n tegureid, mis ei tileta Vv/n, tlimalt
[v/n] — 1 tiikki, siis on arvul 7 iilimalt 2|/n] — 2 tegurit. Jarelikult leidub
jérjendites a;, ..., a;_ ja aj,, ..., aj, vihemalt {iks arv, millega n ei jagu.
Lahendus 2. Vorratuseni kl = n saab jouda ka jargnevalt. Tiikeldame per-
mutatsiooni (a,..., a,) kahanevateks osajdrjenditeks jargmise algoritmi-
ga. Iga uue osajdrjendi esimeseks elemendiks votame esimese algses jar-
jendis seni kasutamata elemendi, teiseks elemendiks esimese talle algses
jarjendis jargneva temast vdiksema seni kasutamata elemendi jne, kuni sel-
liseid elemente leidub. Olgu need osajiarjendid moodustamise jarjekorras
Ki,..., K.

Mairkame, et iga z = x, x—1,..., 2 korral leidub osajarjendi K, iga elemendi
a; jaoks selline osajérjendi K, element a;, et i < j ja a; < a;. Téepoo-
lest, oletame viitevastaselt, et see nii pole; siis osajdrjendi K,_; koik ele-
mendid a;, kus i < j, on elemendist a; suuremad. See aga tdhendab, et
a; oleks pidanud valitama osajérjendisse K-1, mis on vastuolus eelduse-
ga, et a; on osajdrjendi K, element.
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Jarelikult saab osajdrjendi K suvalisest elemendist b, alustades definee-
rida elemendi b,_; osajédrjendist Ky_1, elemendi by_» osajiarjendist Ky_»

jne, kuni elemendi b; osajdrjendist Kj, nii et by < ... < bxy_; < Dby. See
on algse permutatsiooni kasvav osajdrjend pikkusega x. Kuna igaiiks algse
permutatsiooni n elemendist kuulub monesse osajarjenditest Kj,..., Ky,

siis leidub kahanev osajirjend, mille pikkus on vihemalt " Niid k = X,
X
1>" annab ki > x- 2 = n.
X X

Lahendus 3. Permutatsiooni (ay, ..., a,) kahanevateks osajédrjenditeks tii-
keldamiseks nii, et leiduks kasvav osajidrjend, mille iga element esindab
erinevat tiikki, saab kasutada ka jargmist algoritmi. Iga uue osajérjendi esi-
meseks elemendiks votame seni kasutamata elementidest suurima, teiseks
elemendiks talle algses jdrjendis jargnevatest seni kasutamata elementidest
suurima jne, kuni selline valik on voimalik. Olgu need osajédrjendid moo-
dustamise jérjekorras Lj, ..., Ly.

Igaz=y,y—-1,...,2 jaoks leidub osajédrjendi L, iga elemendi a; jaoks sel-
line osajérjendi L. element a;, et i < j ja a; < a;. Toepoolest, oletame
véditevastaselt, et see nii pole; siis osajérjendi L, koik elemendid a;, kus
i < j, on elemendist a; vdiksemad. See aga tdhendab, et a; oleks pidanud
valitama osajdrjendisse L,_;, mis on vastuolus eeldusega, et a; on osajir-
jendi L, element.

Jéarelikult saab osajdrjendi Ly suvalisest elemendist ¢y alustades defineeri-
da elemendi c,-; osajédrjendist L,_;, elemendi ¢, osajérjendist L,_» jne,
kuni elemendi ¢; osajérjendist Ly, nii et ¢y, < ¢y—1 <... < c1. Edasi jatkame
nagu lahenduses 2.

Mdrkus 1. Abiviite kl = n toestamiseks voib kasutada ka Erdds-Szekeresi
teoreemi: erinevate reaalarvude jérjendis pikkusega (k — 1)(I — 1) + 1 lei-
dub kas kasvav osajdrjend pikkusega k voi kahanev osajédrjend pikkusega
. Toepoolest, oletame vditevastaselt, et kI < n ehk kI + 1 < n; siis esi-
mesest kI + 1 elemendist koosnevas alamjirjendis saab valida kas kasva-
va osajarjendi pikkusega k + 1 voi kahaneva osajérjendi pikkusega [ + 1.
Et need on iihtlasi kogu permutatsiooni osajdrjendid, saame vastuolu. La-
henduses 1 viitele kI = n esitatud toestus on tegelikult vikipeedias antud
Erdds-Szekeresi teoreemi toestuse mugandus antud olukorra tarbeks.

Midrkus 2. Kasutades T$ebosevi teoreemi, mis védidab, et a ja 2a vahel lei-
dub alati algarv, saab ndidata, et iga naturaalarvu n = 25 jaoks leidub sel-
line arvust v/n viiksem positiivne tiisarv, millega n ei jagu. Seega kehtib
iilesande védide koigi naturaalarvude n puhul, vilja arvatud mingi 16plik
hulk. Libivaatusega on lihtne nédha, et ainsad arvud n < 25, mille puhul
tilesande viide ei kehti, on 1, 2, 4, 6 ja 12.
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Lahendused

4. Vastus: m®.

Kui kooli opilaste arv on m? — 1 ehk (m —1)(m + 1), siis jaotame 6pilased
m — 1 rithma, igas m + 1 liiget. Oletame, et igas rithmas on igal dpilasel
iga teise Opilasega tiks unikaalne tihine hobi ja rohkem hobisid keegi ei
harrasta. Siis igal opilasel on tdpselt m erinevat hobi, samas kui igast m
opilasest vahemalt kaks kuuluvad iihte ja samasse rithma, mistottu leidub
neil tihine hobi. Seega iilesande tingimused on tdidetud, kuid iihtki hobi ei
harrasta tile 2 opilase. Kui kooli dpilaste arv on viiksem, siis sobib sama
konstruktsioon, millest on suvaliselt sobiv arv dpilasi vélja jaetud.

Niitame, et kui koolis on vihemalt m? opilast, siis peab leiduma hobi, mi-
da harrastab vdhemalt 3 opilast. Oletame viitevastaselt, et iga hobi har-
rastab tilimalt 2 6pilast. Moodustame 6pilaste rithma, millest iihelgi kahel
pole iihist hobi, lisades algselt tiihja rithma igal sammul iihe sellise opi-
lase, kellel pole iihist hobi iihegi seni sellesse rithma valitud opilasega. Et
igal dpilasel on tilimalt m hobi ja iga hobi saab tal tihine olla vaid {ihe teise
opilasega, on pdrast i sammu iilimalt i(m+1) opilast, keda jargmistel sam-
mudel enam sellesse rithma lisada ei saa. Et (m—1)(m+1) < m2, on parast
m — 1 opilase valikut veel voimalik vihemalt iiks opilane sellesse rithma
lisada. Seega leidub rithm vdhemalt m o6pilasega, kellest iihelgi kahel pole
iihist hobi. See on aga vastuolus iilesande tingimustega.

Miirkus. Ulesannet saab tildistada, jittes ithe Opilase hobide arvu iilempii-

riks m, aga ndudes kahe {ihise hobiga 6pilase olemasolu iga k opilase seas.

Sel juhul on vastus (k—1)(m+1)+1 ehk km—m+ k. Téestus on analoogne.
5. Vastus: n=1jan=2.

Tahistame a, = (n* +11n—4) - n! +33-13" + 4. Kui n = 4, siis arv n! jagub
8-ga, mistottu
a,=33-13"+4=5"+4 (mod 8).

Et 52 = 1 (mod 8), siis 5" = 1 (mod 8) iga paaris n korral. Seega a, = 5

(mod 8), kui n = 4 ja n on paaris. Kuid tdisruudud annavad 8-ga jagades

jadgi 0, 1 vai 4.

Teisalt, kui n = 7, siis arv n! jagub 7-ga, mistottu
a,=33-13"+4=5-(-1"+4 (mod 7).
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Joonis 1

Seega paaritu n = 7 korral a, = -5+ 4 = —1 (mod 7). Kuid tdisruudud
annavad 7-ga jagades jdagi 0, 1, 4 voi 2.

Kokkuvottes on soelale jadnud veel kandidaadid n = 1, n = 2, n = 3 ja
n =5.Juhul n =5 eiole a, tiisruut, sest

a5;=33-13°+4=35-1=3 (mod 5),

kuid tdisruudud annavad 5-ga jagades jddgi 0, 1 voi 4. Samuti ei ole a,
tdisruut juhul n = 3, sest

a3 =(9+33-4)-6+33-13+4=3+3"-1=3 (mod 5).
Lopuks jadb kontrollida, et

a1=(1+11—4)-1+33~13+4=441=212,
Gy = (4+22—4)-2+33-169 + 4 = 5625 = 75°,

. Lahendus 1. Olgu Y sirge AX teine 16ikepunkt ringjoonega k; ning Z sir-
ge DX teine loikepunkt ringjoonega k, (joonis 1). Et X asub ringjoonte
ky ja kp radikaalteljel, siis |XY]| - |XA| = |XZ| - |XD]|, millest tulenevalt
asuvad punktid A, Y, Z ja D iihel ringjoonel. Seega /XZY = ZXAD ja
/XYZ =/XDA.

Olgu R sirgete CM ja AX loikepunkt ning S sirgete BM ja DX loikepunkt.
Punktid R ja X asuvad punktidest A ja Y samal pool, nagu ka punktid S
ja X asuvad punktidest D ja Z samal pool, ning R ja Q asuvad punktidest
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Joonis 2

C ja M samal pool, nagu ka S ja P asuvad punktidest B ja M samal pool
(joonis 2). Et A, Y, M ja C asuvad iihel ringjoonel ki, siis

QMY = ZRMY = ZRAC = LXAD = /X7ZY = ZQZY.

Kuna Q ja Y asuvad iihel pool sirget M N, aga Z teisel pool, siis paikne-
vad M ja Z samal pool sirget QY, mistottu vordusest LZQMY = ZQZY
jareldub Q, Y, M ja Z paiknemine iihel ringjoonel. Samuti saame

/PMZ =/SMZ = /SDB = /XDA=/XYZ =/PYZ,

millest analoogselt jareldub ka P, Z, M ja Y paiknemine iihel ringjoonel.
Kokkuvottes peavad punktid P, Q, Y ja Z asuma iihel ringjoonel just selles
jarjestuses (Q ja Y paiknevad sirgest M N tihel, P ja Z teisel pool). Jareli-
kult

/QPA=/QPY =/QZY = /XZY = /XAD = /PAD,

kust ndhtubki PQ || I (sest Q ja D on erineval pool sirget AP).

Lahendus 2. Olgu O sirgete AD ja MN loikepunkt (joonis 3). Votame kasu-
tusele koordinaatteljestiku, mille keskpunkt on O, x-telg jookseb piki sirget
AD ja y-telg piki sirget MN. Siis punktide A, B, C, D, M ja X koordinaa-
did on (a,0), (b,0), (c,0), (d,0), (0,u) ja (0, v) mingite reaalarvude a, b, c,
d, u, v jaoks. Et O asub ringjoonte k; ja k radikaalteljel, siis ac = bd = p,
kus p on punkti O potents ringjoonte k; ja ko suhtes.
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Joonis 3

X
Sirge AX vorrand selles koordinaadistikus on — + S 1, sirge BM vor-
a v

rand aga g +2 = 1. Nende sirgete loikepunkti P y-koordinaat rahuldab
u
o Yy _ . (,_YP _ b-auv
seega tingimust a (1 - 7) =b (1 ” )),Ckust yp = 7@)’6_ = . Analoogselt
annavad sirgete DX ja CM vorrandid i + l}: =1ja . + % = 1 punkti Q
. . (c-duv . p. p
-koordinaadik = —— . Asendad =—jad= =,
y-koordinaadiks yq = ———-. Asendades siia ¢ = — ja , saame
(G-fluw _‘Guw _ b-auw
Yo = gv_%u - bva—bau T bv-au

Et yp = yg, on sirge PQ paralleelne x-teljega ehk sirgega I.

Médirkus. Lahenduses 2 ei tarvitse koordinaatteljed olla risti, samuti ei pea
erinevate telgede suunalised iithikud olema vordse pikkusega.
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1. (Juhan Aru) Tiitpilistel juhtudel anti punkte jargmiselt.

o Ceva teoreemi rakendamine: 1-2p
o Muud kasulikud tdhelepanekud: 1-2p
o Téislahendus: 6-7p

. (Heiki Niglas) Titpilistel juhtudel anti punkte jargmiselt.
o Tiislahendus: 7p
o Kasutu proovimine: Op

Osalisi punkte proovimiste eest ei antud, kui ei olnud n#ha, et sellest oleks
otseselt kasu tilesande lahendamise seisukohalt. Uks tiitipvigu oli jireldada
vorratustest kujul A+ B = C ja B = D vorratus A+ D = C. Ndéiteks jareldati
vorratustest x> + y2 + 2 +2xy+2yz+2zx=9ja x+ y2 +22 > Xy+yz+zx
vorratus 3(xy+yz+zx) = 9. Selline jareldamine pole korrektne, sest nduab
tehniliselt vottes samapidiste vorratuste lahutamist. Samuti ei antud punk-
te erijuhu xyz = 1 vaatamise eest, sest sellisel juhul jareldub soovitud vor-
ratus triviaalselt aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratu-
sest. Samuti ei antud punkte erijuhu x = 1 vaatmise eest.

. (Hdrmel Nestra) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Tdestatud vorratus kl = n: 4p
o Vorratusest kl = n jareldatud tilesande véide: 3p
Sealhulgas:
e Niidatud, et k + [ = 2\/n: Ip
e Pohjendatud, et arvul n saab tilesande tingimuste kohaselt
olla kuni 2y/n — 2 (tdisosaga voi ilma) tegurit: 1p

* Mairgitud, et kasvav ja kahanev osajada saavad omada iili-
malt {iht {ihist elementi: 1p

Kummalisel kombel esines {isna mitu t66d, kus véideti, justkui arvul n
saaks olla {ilimalt v/7 tegurit.
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Hindamisskeemid

4. (Urve Kangro)
Tiitpilistel juhtudel anti punkte jargmiselt.

o Tiislahendus: 7p
o Moned potentsiaalselt kasulikud tdhelepanekud: 1p

Selles tilesandes sisuliselt poolikuid lahendusi ei olnud, kellel dige idee oli,
need ka tilesande 16puni lahendasid. Mitmetes t66des arvutati, kui mitmes
m opilasega grupis iiks 6pilaste paar esineb, ning selle kaudu hinnati, kui
palju tihise hobiga paare {ilesande tingimuste tditmiseks vaja ldheb, teiselt
poolt aga, kui palju selliseid paare tildse olla saab, kui iga hobi harrastab
mitte rohkem kui m Opilast. Siit on voimalik saada {ilalt hinnang mini-
maalsele vajalikule opilaste arvule, kuid see on kaugelt liiga jame. Esines
ka tilesandest valesti arusaamist.

5. (Joonas Kalda) Lahenduse alljairgnevate osade eest antud punktid liideti.

o Niidatud, et n = 1 annab tdisruudu: 1p
o Niidatud, et n = 2 annab tdisruudu: 1p
o Ndidatud, et n = 3 ja n =5 ei anna téisruutu: 1p
o Tdestatud, et n = 7 puhul paarituarvulisi lahendeid pole: 2p
o Tdestatud, et n = 4 puhul paarisarvulisi lahendeid pole: 2p

6. (Oleg Kosik)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Niidatud, et punktid A, Y, Z, D asuvad tihel ringjoonel (vdi

kolmnurkade AXD ja Y XZ sarnasus): 2p
Sealhulgas:

e Niidatud, et | XY|-|XA| = |XZ|-|XD|: 1p

o Niidatud, et Q, Y, M, Z asuvad iihel ringjoonel: 2p

o Jareldatud, et P, Q, Y, Z asuvad iihel ringjoonel: 1p

o Jareldatud PQ ja I paralleelsus: 2p
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