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IMO’08 Eesti voistkonna valikvoistlus

9.-10. aprill 2008 Esimene pdev

Lahendamisaega on kummalgi pdeval 4 tundi 30 minutit.

Selgitusi tilesannete tekstide kohta antakse esimese 30 minuti jooksul.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Voistlusest votab osa 2008 programmeerijat. Igas voorus jaotatakse koik
programmeerijad kaheks {ihesuuruseks vdistkonnaks. Leia vihim voorude
arv, mille jarel saab tekkida olukord, kus iga kaks programmeerijat on ol-
nud vihemalt iihes voorus erinevates voistkondades.

2. Kodlnelinurga ABCD diagonaalide AC ja BD keskpunktid on vastavalt F
ja G.

a) Toesta, et kui nelinurga tippudest B ja D tommatud nurgapoolitajad
Idikuvad diagonaalil AC, siis

1
1 |AC|-|BDI| = \/|AG| - |BF|-|CG]| - | DF|.
b) Kas eelmise vorduse kehtivusest jareldub, et nelinurga tippudest B ja
D tdmmatud nurgapoolitajad 16ikuvad diagonaalil AC?

3. Olgu n positiivne tdisarv ning x ja y sellised positiivsed reaalarvud, et
x" + y" = 1. Toesta vorratus

(i 1+x2k)(Z”: 1+y2k) 1

< .
o1+ )\ 1+ %) Q-0 -y




IMO’08 Eesti voistkonna valikvoistlus

9.-10. aprill 2008 Teine pdev

Lahendamisaega on kummalgi pdeval 4 tundi 30 minutit.

Selgitusi tilesannete tekstide kohta antakse esimese 30 minuti jooksul.

Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

4.

Jada (G,) esimesed liikkmed on Gy = 0 ja G; = 1 ning iga n = 2 korral
kehtib G, = Gj-1 + G,—2 + 1. Tdesta, et iga positiivse tdisarvu m jaoks
leidub selles jadas kaks jarjestikust liiget, mis mélemad jaguvad m-ga.

Ringjoonel c; on valitud punktid A ja B. Sirge AB puutub punktis B ring-
joont ¢y, mille keskpunkt asub ringjoonel c;. Teine punkti A 14dbiv sirge
l6ikab ringjoont ¢, punktides D ja E, kusjuures D asub A ja E vahel. Sirge
BD lo6ikab ringjoont c; teist korda punktis F. Téesta, et sirge EB puutub
ringjoont c; parajasti siis, kui D poolitab 16igu BF.

Nimetame sulusénaks iga sdona, mida on voimalik koostada jargmiste reeg-
lite abil.

1) ( on suluséna.

2) Kui s on sulusdna, siis (s) on sulusona.

3) Kui s ja t on sulusénad, siis st on suluséna.
Sulusdna keskkoodiks nimetame naturaalarvude jarjendit, mille saame, kui
leiame iga avava ja talle vastava sulgeva sulu paari korral nende sulgude
vahelisest keskkohast vasakule jadvate sulgude arvu ning kirjutame koik
saadud arvud suuruse jarjekorras. Nditeks sulusona (()) keskkood on (2, 2),

sulusdna ()() keskkood aga (1, 3). Toesta, et suvaliste erinevate sulusonade
keskkoodid on erinevad.



OT6opouHbIn KoHKYypc Ha MMQO'08

9-10 anpens 2008 . MepBbIi geHb

Bpems nis pemmennst B kaxabii e 4 yaca 30 MHHYT.

Toscrenns mo TekcTaM 3aay 4al0Tcs B TeyeHHe nepBbix 30 MHHYT.

Beproe u goctatoyHo 060CHOBaHHOE pellleHHe KaXA0H 3aa4H NaET 7 6aJlIoB.
TTo/1p30BaTHCS KATBKYJIATOPOM HE Pa3peInaeTcsl.

1. B copeBHOoBaHuH npuHuMaioT yyactie 2008 nporpamMmucToB. B kaxaom Type
BCEX MPOrpaMMHCTOB JEJISIT Ha [BE paBHbIC MO BEJMYMHE KoMaHAbl. Haitn
HaMMeHblllee KOJMYECTBO TYPOB, B Pe3yJIbTaTe KOTOPbIX MOXKET BO3HHKHYTb
CUTYyaIUs], KOoria JoOble IBa MPOrpaMMHCTa ObLIM MO KpadHeH Mepe B OJHOM
Type B pa3HbIX KOMaHAax.

2. Ilentpamu guaronanedt AC u BD BNUCaHHOTO YeThIpEXyrojbHuka ABCD sB-
JISIIOTCS COOTBETCTBEHHO TOUKH F 1 G.

a) JlokazaTb, UTO €CJId OUCCEKTPHUCHI, MPOBEAEHHbIEC U3 BEPIIUH B U D ueThl-
PEXYTrOJbHUKA, NTepeceKaloTcs Ha guarosa AC, To

1
7 |ACI-1BD| = VIAGI - BF| - |CG| - |DF|.

6) CrenyeT jM U3 BBINOJHEHHS! TPEIbIOYIIErO PAaBEHCTBA, YTO OUCCEKTPHCHI,
MPOBEAEHHBIE U3 BEPIIHH B U D UYeTHIPEXYTOJIbHUKA, TIEPECEKAIOTCS Ha
nuaro”aia AC?

3. TycTh 1 — MOJOKHUTENBHOE LEJIOE UHCIIO, & X M Y — TaKHe TOJNOKHTEIbHBIE
IENCTBUTENbHBIE UKCa, uTo X" + y" = 1. [JoKasaTh HEPABEHCTBO

(i1+x2’<)(i1+y2k)< 1
S 1+ M\ 1+ 4k A-x0-p




OT6opouHbIn KoHKYypc Ha MMQO'08

9-10 anpens 2008 . Bropoii aeHb

Bpems nis pemmennst B kaxabii e 4 yaca 30 MHHYT.

Toscrenns mo TekcTaM 3aay 4al0Tcs B TeyeHHe nepBbix 30 MHHYT.

Beproe u goctatoyHo 060CHOBaHHOE pellleHHe KaXA0H 3aa4H NaET 7 6aJlIoB.
TTo/1p30BaTHCS KATBKYJIATOPOM HE Pa3peInaeTcsl.

4. TlepBbIMH UJleHaMH NOCJENOBATENBHOCTH (Gy) sBisioTest Go =0u G =1, 1
IIpH KaXIOM n = 2 BemojHsercs: G, = Gy-1 + G2 + 1. [lokasaTb, 4TO 0151
KaXJI0TO MOJIOKUTEIBHOTO LEJIOr0 YKCIa 11 HalIyTcs B OCe10BATEIbHOCTH
IIBa MOCJIeI0BATEIbHbIX UJIeHa, KOTOpble 00a nessiTcs Ha m.

5. Ha okpysxHOCTH c; BbiOpaHbl TOukH A u B. IIpssmas AB kacaetcs B Touke B
OKPYKHOCTH Cy, IEHTP KOTOPOH pacroJIoKeH Ha OKPYKHOCTH ¢ . lpyras mpsi-
Masi, IPOXOAsIIas 4epe3 TOUKY A, IepeceKaeT OKPYXHOCTb ¢z B TOUKax D u
E, npuuém D pacnosoxeHa Mexay Toukamu A u E. [Ipsmass BD nepecekaet
OKpPYXKHOCTb €] BTOPOH pa3 B Touke F. Jloka3atb, uTo npsiMmast EB kacaeTcst
OKPYKHOCTH €] TOTJIa U TOJIBKO TOT /1A, Korja D sIBisieTcsl cepeIMHOM OTpe3Ka
BF.

6. HazoBéM cxobounbim cA080M KAXKIOE CIOBO, KOTOPOE MOKHO MOJYUHTb TIPH
MOMOIIH CJICOYIOMHUX MPaBUII:

1) () sBAseTCS CKOOOUYHBIM CJIOBOM.
2) Ecnu s — ckobouHOE CJI0BO, TO U (S) — CKOOOUYHOE CJIOBO.
3) Ecau s 1 t — CKODOUHBIE CJI0OBA, TO H St — CKOOOYHOE CJIOBO.

LlenmpansHvim Kodom CKOOOUHOTO CJIOBA HA30BEM TOCJIeIOBATEIbHOCTD Ha-
TYpPaJIbHBIX UHCEJI, KOTOPYIO MOJYUYUM, ECJIM HAaUAEM 151 KaKOOH Haphl U3 OT-
KpBIBAOIIEH W COOTBETCTBYIOIIEH el 3aKphIBalOmEH CKOOKH, CKOJIBKO CKOOOK
BCEro OCTa€TCsl CJieBa OT LEHTPAIBHOTO MecTa MEX Ay 9THMH CKOOKaMH, a BCe
MOJTyYEHHBIE YMCJIa 3aUIIEM B MOPsIIKE BEJUUHHbL. Hanpumep, neHTpasibHbIM
KOJOM cJiioBa (()) sBuseTcs (2,2), a LEHTPaJIbHBIM KOJIOM cJioBa ()() sSBiIseTCs
(1,3). JokasaTp, YTO HEHTpabHBIC KOJBI TIPOU3BOJIBHBIX PA3IHUHBIX CKOOOU-
HBIX CJIOB Pa3JIMUHbI.
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Lahendused

1. Vastus: 11.

Lahendus 1. Iga vooru jédrel vaatleme suurimat niisugust programmeerijate
hulka, kuhu kuuluvad programmeerijad on kdigis senistes voorudes olnud
samas voistkonnas. Enne esimest vooru koosneb see hulk 2008 program-
meerijast. Iga vooruga saab nimetatud hulga elementide arv viheneda {ili-
malt 2 korda, sest sinna kuuluvad programmeerijad jagunevad uues voorus
kahe vbistkonna vahel ja kindlasti satuvad vdhemalt pooled neist samasse
voistkonda. Seega voorude arv on vdhemalt log, 2008 ehk vdhemalt 11.

Néitame, et 11 voorust piisab. Jarjestame 2008 programmeerijat mingil vii-
sil ning lisame neile nii algusesse kui 16ppu 20 fiktiivset programmeerijat.
Nummerdame need 2048 programmeerijat 11-kohaliste kahendarvudega
0-st 2047-ni, lisades vajadusel arvude ette nulle nii, et kdik kahendarvud
oleksid vordse pikkusega. Voorus i olgu iihes voistkonnas koik need prog-
rammeerijad, kelle jarjekorranumbri i-s kahendkoht on 0, ja teises prog-
rammeerijad, kellel see kahendkoht on 1. Igas voorus on jarjekorra algusest
k-s ja jarjekorra 16pust k-s fiktiivne programmeerija erinevates vdistkon-
dades, sest nende kahendarvud on vastandlike kahendkohtadega. Jarelikult
on kummaski voistkonnas alati vordne arv tegelikke programmeerijaid. Sa-
muti on suvalised kaks programmeerijat mingis voorus erinevas voistkon-
nas, sest neile vastavad kahendarvud erinevad vihemalt iihe kahendkoha
poolest.

Lahendus 2. Analoogiliselt lahendusega 1 toestame, et 2n programmeerija
puhul tuleb pidada vdhemalt [log, 2n] vooru.

Toestame induktsiooniga k jéargi, et kui programmeerijate arv 2n rahuldab
vorratust 257! < 2n < 2K siis piisab k voorust. Kui k = 1, siis programmee-
rijaid on 2 ja ilmselt piisab 1 voorust. Eeldame, et vdide kehtib mingi k kor-
ral. Olgu meil 2n programmeerijat, kus 2K < 2n < 21 Jaotame program-
meerijad kaheks rithmaks, millest esimeses on s = 2k ja teises t = 2n —s
programmeerijat. Induktsiooni eelduse pohjal saame nii esimese kui tei-
se rithma programmeerijad jaotada vdistkondadeks nii, et parast k vooru
on iilesande tingimus tdidetud kummagi rithma puhul (igas voorus jaota-
me kummagi rithma kaheks ithesuuruseks vdistkonnaks). Voorudeks 1, ...,
k paneme niiiid iihiseks véistkonnaks kokku iihe vastava vooru jaoks lei-
tud esimese ja iihe teise rithma programmeerijatest koosneva voistkonna.
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Eeldame iildisust kitsendamata, et k-ndas voorus koosneb tiks voistkond

esimese rithma programmeerijatest numbritega 1, ..., 5 hing teise rithma
" . A
programmeerijatest numbritega s+ 1, ..., s+ 3 Viimaseks vooruks moo-
. " S l
dustame iihe voistkonna programmeerijatest 1, ..., > S+—+1,..., s+ 1.

Kontrollides ndeme, et nii saavad iga kaks programmeerijat kuuluda véhe-
malt iihes voorus erinevatesse voistkondadesse.

. Vastus: b) ei.

Lahendus 1. a) Olgu E tippudest B ja D tdommatud nurgapoolitajate 16i-
|AB|  |AE| _ |ADI
IBC|  |EC|  |DCI’
mis annab seose |AB|-|DC| = |AD|-|BC]|. Kasutades Ptolemaiose teoreemi
|AB| - |DC| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD| saame niiiid vordused

kepunkt (joonis 1). Nurgapoolitaja omaduse pohjal

2-|AD|-|BC| = |AC| - |BD|, 2-|AB|-|CD| = |AC| - |BD|
ehk vastavalt
|IBC| _ |AF| ICD| _ |AF|
IBD| ~ |ADI"  |BD| ~ |AB|’
Etlisaks ZCBD = ZCAD, siis on kolmnurgad CBD ja FAD sarnased, ning

et ZCDB = ZCAB, siis on kolmnurgad CDB ja FAB sarnased. Jarelikult
|FAl _ |FB|

|FD|  |FAl’

on kolmnurk FAD sarnane kolmnurgaga FBA. Seega millest

1 2
71ACI® = IFB|-|FDI.

Joonis 1



|AB| |BCl . .
e —— = ——, mis tdhen-
|AD| |DC]

dab, et ka tippudest A ja C tdommatud nurgapoolitajad 16ikuvad diagonaa-
lil BD. Korrates eelnevat arutelu, jouame analoogilisele tulemusele

Edasi, seosest |AB| - |DC| = |AD| - |BC| saam

1 2
71BDI =1GAI- IGCl.

Ulesandes noutud vorduse saamiseks tuleb niiiid viimased kaks eraldi real
asuvat vordust pooliti korrutada ja tulemusest ruutjuur leida.

b) Vaatleme ristkiilikut ABCD, kus |AB| > |BC]. Siis ilmselt |AG| = |BF| =
1 1 e - .
= |CG| = |DF| = EIACI = ElBDl’ mistottu ililesandes antud vordus kehtib.

AB AD
Teiselt poolt ﬁ >1> ﬁ ehk tippudest B ja D tdmmatud nurgapoo-

litajad ei 16iku diagonaalil BD.

Lahendus 2. a) Margime nelinurga sisenurki stimbolitega ZA, /B, ZC,
/D. Koosinusteoreemist kolmnurgas DAB saame

IBD|? = |AB|?> + |AD|?> = 2 - |AB| - |AD| - cos Z A,
kolmnurgas BCD aga, seost /C = 180° — /A arvestades,
IBD|?> = |CBI?> + |CD|*> + 2 - |CB| - |CD| - cos ZA.

Korrutame need kaks vordust:

IBD|* = (JABI*+|AD|?*)(|ICBJ?>+|CDI|*) —4-|AB|-|AD|-|CB|-|CD|-cos® Z A+
+2((IABI? + |ADI?) - |CB| - ICD| - (ICBI* + |CDI?) - |AB| - |AD|) - cos Z A.
Teiselt poolt, et 2AG = (AB + AD), siis

4-1AG)? = |ABJ? + |AD|* + 2 - |AB| - |AD| - cos ZA
ning analoogiliselt (jillegi seose /C = 180° — /A abil)

4-|CGP* = |CB|* +|CD|* —=2-|CB| - |CD| - cos ZA.
Korrutades need vordused, saame

16 - |AG)* - |CG)? =
= (|AB? + |AD|>)(ICBJ)? + |CD|*>) — 4 - |AB| - |AD| - |CB| - |CD| - cos®> ZA —
—2(UABI* + |ADI?) - |CB| - ICD| - (ICBJ* + |CDI?) - |AB| - |AD) - cos Z A.



Et nurkade /B ja ZD poolitajad 16ikuvad diagonaalil AC, siis nurgapooli-
|AB| _ |AD]|

taja omaduse pohjal —— = —— ehk |AB| - |CD| = |AD| - |CB]. Seega
ICB| ~ |CD|
(IABI* + |AD|?) - |CB| - |CD| - (ICBJ* + |CD|?) - |AB| - |AD| =

= |AB|-|AD|-|CB|? +|AD|-|AB|-|CD|> = (ICB|* + |CD|?) - |AB| - |AD| = 0.

Jarelikult
IBD|* =16 - |AGJ? - |CG|>.

Vaadeldes kolmnurki ABC ja CDA, saame sarnasel viisil, et
|AC|* = 16 - |BF|? - |DF|%.

Korrutame viimased vordused omavahel ja leiame tulemuse kummastki
poolest neljanda juure.

b)-osa lahendame samamoodi nagu lahenduses 1.

. Ulesande tingimustest jdareldub, et 0 < x < 1 ja 0 < y < 1. Paneme tihele,
2k

1
etiga k korral !

——— < —, sest
+ x4k xk

1+x2k 1 _xk+x3k—1—x4k_(x?’k—l)(l—xk)

- = = <0.
1+ x% xk (1 + x*k)xk (1 + x*k)xk

2k

. 1+y
Analoogiliselt ——
1+ y*k

 ERE ) £ e

o L+ x4z 1+ p4k y XM(1-x y*1-y) B
a y" x" _ 1
T x'1-x) y"d-y) (1-x0-)

< —-. Seega
yk

Miirkus. Ulesande vorratus jidb kehtima, kui parema poole lugejas asen-
dada arv 1 teatava vidiksema arvuga c. On teada vorratuse kehtivus juhul

1++2
2

2
In 2) ~ 0,7001. Arvuti abil on piistitatud hiipotees, et ¢ vihim

sobiv vddrtus on ligikaudu 0,6484.
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Lahendused

4. Defineerime G_; = 0, siis kehtib tilesandes antud seos G, = G;_1+G;—2+1
ka n = 1 korral. Vaatleme jada jérjestikuste liikmete paare (G, Gu+1).
Et tdisarv saab m-ga jagades anda ainult m erinevat jaiki, siis saavad
need paarid liikkmete jagamisel m-ga anda iilimalt m? erinevat jazigipaa-
ri. Samas on jadas liilkmeid 16pmata palju, seetottu leiduvad kaks paari
(Gk, Gr+1) ja (Gy, Giy1), kus k < I, mille korral tekivad samad jdédgipaa-
rid. Et G,—2 = G, — Gu—1 — 1, siis on jada kahe jirjestikuse liikme kor-
ral tiheselt médédratud nendele eelnev liige. Sama kehtib ka m-ga jagamisel
tekkivate jadkide kohta. Jarelikult annavad ka liikmete paarid (Gi-1, Gg) ja
(Gi-1, Gy) jagamisel m-ga samad jadgipaarid. Samamoodi jdtkates ndeme,
et liikkmete paarid (G-, Gp) ja (Gj—-1, Gi—x) annavad samad jadgipaarid.
Et G_; = Gp = 0, siis ongi liikmed G;__; ja G;—j otsitavad.

5. Lahendus 1. Olgu K sirge AD teine ldikepunkt ringjoonega c; (joonis 2).
Kolmnurgad KFD ja BAD on sarnased vastavate nurkade vordsuse tot-
tu. Kolmnurk BAD on sarnane kolmnurgaga EAB, sest puutuja ja l6ikaja
omaduse tottu ZABD = ZBED ning tipu A juures on neil tihine nurk. Ol-
gu O ringjoone c; keskpunkt. Et AB on ringjoone ¢, puutuja punktis B,
siis AB L BO. Sellest ndhtub, et AO on ringjoone c; diameeter, sest O

E

Joonis 2
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asub eelduse pohjal ringjoonel c; . Jarelikult ka OK L AK, mistdttu OK on
vordhaarse kolmnurga ODE korgus. Seega |DK| = |KE]|.

Sirge EB puutub ringjoont ¢; punktis B parajasti siis, kui ZEBK = ZBAD.
Et ZABD = /BED, siis on eelmine vordus samaviirne sellega, et kolm-
nurgad EBK ja BAD on sarnased. Sama nurkade vorduse tottu leiab see

|AB| _ |DB|
sarnasus aset parajasti siis, kui — = . Kolmnurkade EAB ja KFD
|BE| ~ |KE|
- . - - |[FD| _ |DB|
sarnasuse tottu on viimane vordus samavdidrne vordusega = —,
IDK|  |KE]|

mis nimetajate vordsuse tottu tdhendab lihtsalt vérdust |FD| = |DB].

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 nditame, et |[DK| = |KE|. Olgu |AD| = x,
IDK| = |KE| = y, |IBE| = z, |IDB| = u, |FD| = v, |AB| = w. Loikuvate
koclude omaduse pohjal uv = xy. Et AB on puutuja, siis w? = x(x + 2y).
Kolmnurgad ABD ja AEB on sarnased, sest ZABD = /BED ja tipu A

. S ers u Z . uw
juures on neil ihine nurk. Seega — = —, millest z = —.
x w X

Tingimus, et sirge EB puutub ringjoont c;, on samaviirne sellega, et
Z% = y(x + 2y). Nditame, et viimane seos on samavaddrne vordusega u = v:

2,2
w =y(x+2y) & uzx(x+2y):x2y(x+2y) =

z? = y(x+2y) &

< uzzxyc» u2=ul/© u=m"u.

. Voime eeldada, et vorreldavad sulusonad on sama pikkusega, sest vastasel
korral erinevad nende keskkoodid juba liikmete arvu tottu. Tdestame iiles-
ande viite induktsiooniga sona pikkuse jargi. Pikkuse 2 puhul kehtib vdide
triviaalselt. Olgu s ja t kaks pikemat erinevat sama pikkusega suluséna.
Vaatleme kummagi sona prefiksit, st lithimat algusosa, mis moodustab ise-
seisva sulusona. Sellist sona alustav avav sulg ja teda l6petav sulgev sulg on
omavahel vastavuses.

Kui sénade s ja t prefiksid on erineva pikkusega, vastavalt 2k ja 21, kus
ildisust kitsendamata 2k < 21, siis vaatleme kummagi sona keskkoodis k
koige vdiksemat arvu. Séna s puhul asugu vastavate sulupaaride avavad

sulud positsioonidel ay, ..., ai ja sulgevad sulud positsioonidel by, ..., bg.
a;+b; -1

Siis i-ndale sulupaarile vastab sona s keskkoodis arv —————. Et sona

s esimesed 2k slimbolit moodustavad omaette sulusona, siis on sulgude

asukohad ay, ..., ak, by, ..., by parajasti arvud 1, 2, ..., 2k mingis jarje-

korras. Seega sona s keskkoodis on k koige vdiksema liilkme summa

i +b,—1 1+2+...+2k
2

i=1

N
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Sona ¢ keskkoodis on k koige vdiksema liikme summa aga suurem, sest
kui vastavate sulgude asukohtade summa vorduks minimaalse véimaliku
summaga 1 + 2 + ... + 2k, siis leiduks s6na alguse avaval sulul paariline
esimese 2k sulu seas ning sona t prefiksi pikkus oleks iilimalt 2k, mitte 21.
Jarelikult on sdnade s ja t keskkoodid erinevad.

Kui sdnade s ja t prefiksid on molemad pikkusega 2k, siis on prefiksit alus-
tava ja lopetava sulu vahel asuv sonaosa ning prefiksile jargnev sonaosa
molemad omaette sulusénad (kui nad on mittetiihjad). Et s ja ¢ on eri-
nevad, siis on neis kas esimesed nimetatud sénaosad erinevad voi teised
erinevad. Esimesel juhul, kui s ja ¢ prefiksite sulgude vahele jadvad s6na-
osad on erinevad, siis vastavalt induktsiooni eeldusele on nende keskkoo-
did erinevad. Sonade s ja ¢ keskkoodides on need keskkoodid esindatud
parajasti iihe vorra suuremate arvudega (sest vasakul on iiks siimbol roh-
kem), kusjuures need arvud on koik vdiksemad kui 2k. Lisaks sisaldub mo-
lemas keskkoodis arv k (sulupaar positsioonidel 1 ja 2k) ning iilejaidnud
arvud on suuremad kui 2k. Jarelikult on s ja t keskkoodid erinevad. Teisel
juhul, kui s ja t prefiksitele jirgnevad sonaosad on erinevad, siis on samu-
ti induktsiooni eelduse pohjal nende keskkoodid erinevad. Sonade s ja ¢
keskkoodides on need keskkoodid esindatud parajasti 2k vorra suuremate
arvudega, lilejddnud arvud s ja t keskkoodides on viiksemad kui 2k. Seega
on s ja t keskkoodid erinevad.

Medirkus. Monotoonselt kasvav positiivsete tdisarvude jarjend xi, x2, ..., Xp
on mingi sulusdna keskkood parajasti siis, kui iga k =1, 2, ..., n—1 korral

k n
Y x; = k* ning lisaks Y_ x; = n®.
i=1 i=1
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IMO’08 Eesti voistkonna valikvoistlus

9.-10. aprill 2008 Esimene pdev

Hindamisskeemid

1. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o Ndidatud, et on tarvis vdhemalt 11 vooru: 3p
o Ndidatud, et 11 voorust piisab: 4p

Mitmel voistlejal ei olnud selge, et lisaks konstruktsioonile (ja pohjenduse-
le, et konstruktsioon tootab) 11 vooru kohta tuleb niidata ka, et vidhema
kui 11 vooruga tiilesande tingimusi rahuldada ei saa. (Ka vastupidi: lei-
dus t6id, kus oli piititud nididata, et on tarvis vdhemalt 11 vooru, aga see
oli pohjendamata, miks 11 voorust piisab.) Monel voistlejal oli konstrukt-
sioon, et 11 voorust piisab, ebapiisavalt pohjendatud voi oli jadnud iihe-
selt moistetavalt kirjeldamata (kus tarvis) tileminek 2048 programmeerijalt
2008 programmeerijale. Leidus ka mitu t66d, kus oli toodud konstruktsioo-
ne, mis andsid 16pptulemuseks rohkem kui 11 vooru.

2. (Oleg Kosik) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o a)-osa: 5p
Sealhulgas a)-osa tiiiipiliste lahenduste eest anti punkte jérgmi-
selt.
¢ On leitud seos |AB| - |CD| = |BC| - |AD|: 1p
e Uritatud avaldada diagonaalide ja mediaanide pikkused
nelinurga kiiljepikkuste ja nurkade koosinuste kaudu: 1p
* On leitud seos |AB|-|CD| = |BC|-|AD|, pandud kirja Ptole-
maiose teoreem ja tiritatud neid kahte fakti kombineerida: 2p
o b)-osa: 2p
Sealhulgas
* Oige joonis ilma I6ppjarelduseta ja kommentaarita: 1p

Moned lahendajad arvasid, et tilesandes kirjeldatud olukord on véimalik
ainult siis, kui BD on timberringjoone diameeter. See viide iildjuhul ei vas-
ta toele ja selle lihtsa erijuhu vaatlemise eest punkte ei antud.

3. (Kaie Kubjas) Ulesande eest sai iihe punkti ainult iiks lahendaja, kes oli
vorratuse ithe poole teisendanud kujule, millest pdrast geomeetrilise jada

13



summa valemi rakendamist oleks saanud iihe vahetulemuse Ziirii lahen-
dusest. Mitu lahendajat oli vorratuse tdestanud juhul n = 1: sellise la-
henduse eest punkte ei antud, sest puudus induktsioonisamm. Samuti olid
paljud ndidanud vérratuse kehtivust konkreetsete arvude korral, ka need
lahendused punkte ei saanud.

14



IMO’08 Eesti voistkonna valikvoistlus

9.-10. aprill 2008 Teine pdev

Hindamisskeemid

4. (Laur Tooming) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Vaadeldud jada liikkmete jadke m-ga jagades: 1p
o Tédhelepanek, et jada liige avaldub iiheselt kahe jargneva liikme
jargi: 1p
o Olemas koik téestuseks vajalikud ideed: 4p
o Lahenduse lopuleviimine: 1p

Moned 6pilased olid leidnud seoseid iilesandes antud jada ja Fibonacci ja-
da vahel. Selle eest iiksi punkte ei antud, sest Fibonacci jada kaudu vajaliku
vdite tdestamine ei oleks ilmselt lihtsam kui otse antud jada korral tehes.

5. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Toestus, et |DK| = |KE]|: 3p
o Tdestus, et kui EB puutub ringjoont cy, siis |[FD| = |DB]: 2p
o Toestus, et kui |FD| = |DB], siis EB puutub ringjoont c;: 2p

6. (Hdrmel Nestra) Tiipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Tiaislahendus (ei esinenud): 7p
o Nadidatud, et keskkoodi arvude summa vordub komponentide
arvu ruuduga: 3p
Sealhulgas:
¢ Tehtud ldbi juht, mis moodustab toestusest olulise osa: 1p
e Paljas tdhelepanek ilma tdestuseta: Op
Lahendus induktsiooniga, kus esineb moistlikke iiksikosi: 1p

Punkte ei andnud:

e selgitus, et keskkoodi esimene arv vordub sulusdna alguses olevate
avavate sulgude arvuga ja et selle arvu kordsus keskkoodis vordub jarg-
nevate lopetavate sulgude arvuga (see on kiill dige, aga ilmselt kasutu
tdhelepanek);

e selgitus, et piisab vaadelda vaid juhtu, kus kaks sulusona on iihepikku-
sed (sest see on liiga triviaalne, et nii raske iilesande juures seda hin-
nata);
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e tiiksikjuhtude ldbivaatus;
¢ nditamine, et sulusonas on avavaid ja lopetavaid sulge tihepalju, jms
sulusdna iseloomu analiiiis.

Paljud olid sulusdna ja keskkoodi vastavuse analiiiisil teinud eeldusi, mis
ei kehti. Kes said enda arvates liiga vdhe punkte, neil soovitan méelda su-
lusénale ((0)()), mille keskkood on (3,3,4,6) — see liikkkab {imber paljud
taolised vadroletused.
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