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Lahendused ja vastused

VII klass, I osa

1.7.2.29. 3.15. 4.8. 5.10. 6. 130°. 7. 3cm?. 8 70°. 9. 12.
10. 48.

VII klass, II osa

1.

Vastus: ainus selline arv on 123.

Téhistades esialgu a kiisimérkidega, moodustame korrutamistehte

777748

..20014

Arvu a viimasel kohal peab olema number, mille korrutis 8-ga
lopeb numbriga 4. Sellised numbrid on 3 ja 8, kuid teine neist
ei sobi, sest arv a peab olema paaritu. Niisiis 1opeb a numbriga
3 ja esimese punktiiri kohal on arv 3 - 748 = 2244. Arvu a teisel
kohal peab olema selline number, mille korrutis 8-ga 16peb num-
briga 6, sest liites tulemusele arvu 2244 eelviimase numbri, peame
saama 0-ga loppeva arvu. Vajaliku omadusega on numbrid 2 ja 7
ning teise punktiiri kohal on siis vastavalt arv 2 - 748 = 1496 voi
7-748 = 5236. Kui arvu a teisel kohal on 2, siis saame analoogi-
lise arutlusega korrutise lopust kolmanda numbri suhtes, et arvu
a esimesele kohale voivad sobida numbrid 1 ja 6, seega a = 123
voi a = 623. Kui arvu a teisel kohal on 7, siis voivad esimesele
kohale sobida numbrid 3 ja 8, millega leiame veel kaks kandidaa-
ti a = 373 ja a = 873. Kuid neist neljast arvust annab ainult
a = 123 korrutise, mille 16pust neljas number on 2.



2. Vastus: 43.

Rein vastas oigesti 80% testi 80 kiisimusest, seega vastas ta 0i-
gesti 0,8 - 80 = 64 kiisimusele. Nende hulgas oli algebrakiisimusi
0,7-30 = 21. Jarelikult vastas Rein oigesti 64 — 21 = 43 geomeet-
riakiisimusele.

3. Vastus: 40 + 80% kilomeetrit.

Lahendus 1. Kui soita iihest linnast teise otse moéoda valimist ring-
teed, siis ldbitakse vahemaa 60 - 2% = 407 kilomeetrit. Kui aga
soita koigepealt sisemisele ringteele, mooda selle kaart teise lin-
na kohale ja tagasi vélimisele ringteele, siis ldbitakse vahemaa
20 4 40 - 2% + 20 = 40 + SOTW kilomeetrit. Esimese ja teise tee

pikkuste vahe on 40w — 40 — 80% = 40% — 40 kilomeetrit. Et

aga 3 > 1, siis on see vahe positiivne ehk esimene tee on pikem.
On selge, et iga muu voimalik tee on pikem esimesest voi teisest

vaadeldud teest, seega on lithima tee pikkus 40 + 80% kilomeetrit.

Lahendus 2. Uhest linnast teise soiduks on kaks méistlikku teed
— moodda vilimise ringtee 120° kaart voi mooda sisemise ringtee
120° kaart ning kaht ringteid iihendavat teeliku — koik iilejaanud

voimalikud teed on ilmselt pikemad kui iiks neist kahest. Vaadel-

2 2 80
davate kaarte pikkused on vastavalt 60- ?ﬂ = 407 ja 40- ?ﬂ = Tﬂ-

ning nende vahe on 407 — 807# =40- % kilomeetrit. Kahe ringteid

ithendava 16igu kogupikkus 2 - 20 = 40 kilomeetrit on sellest va-
hest viiksem (sest 7 > 3) ning vaadeldav liitkumisvariant mooda
sisemist ringteed on seega lithem.

VIII klass, I osa

1.54. 2. 11. 3. 4. 4. 668. 5. 140%. 6. 65°. 7. 3. 8. 30°. 9. 8.
10. 48.



VIII klass, II osa

1.

Vastus: 225 ja 625.

Lahendus 1. Olgu a? otsitav kolmekohaline arv ja b? temast sa-
jaliste numbri kustutamisel saadud kahekohaline arv. Seejuures
10<a<3ljad4<b<9. Arva? -0 = (a 4+ b)(a — b) peab
jaguma 100-ga. Et arvud a+b ja a—b on sama paarsusega, siis on
nad molemad paarisarvud. Samuti jaguvad molemad arvud 5-ga,
sest kui jaguks ainult iiks, siis peaks see arv jaguma 50-ga, mis
pole voimalik a ja b suuruse tottu. Seega a + b ja a — b jaguvad
10-ga ning ka nende summa 2a jagub 10-ga, mistottu a jagub
5-ga. Kone alla tulevad seega a = 10, a = 15, a = 20, a = 25
ja a = 30, kuid 10% = 100, 20% = 400 ja 30% = 900 ei sobi, sest
pérast sajaliste numbri kustutamist ei jdi jérele kahekohaline arv,
15% = 225 ja 25% = 625 aga sobivad.

Lahendus 2. Kolmekohalised on parajasti arvude 10 kuni 31 ruu-
dud. Arvutades need vilja, saame 100, 121, 144, 169, 196, 225,
256, 289, 324, 361, 400, 441, 484, 529, 576, 625, 676, 729, 784,
841, 900, 961. Nendest arvudest jaab ainult 225 ja 625 puhul pa-
rast sajaliste numbri kustutamist alles kahekohaline taisruut.

Lahendus 3. Kahekohalised on parajasti arvude 4 kuni 9 ruudud:
16, 25, 36, 49, 64 ja 81. Vaadates ldbi neile arvudele kéikvoima-
like sajaliste numbrite lisamisel tekkivad kolmekohalised arvud,
nédeme, et tiisruudud on neist ainult 225 ja 625.

Vastus: 30.

Lahendus 1. Et tipu A juures asuv taisnurkne kolmnurk kaatetite-
ga 3 ja 3 on vordhaarne, siis on koigi joonisel esinevate teravnur-
kade suurus 45°. Viirutatud ristkiiliku pindala saame, lahutades
ristkiiliku ABCD pindalast nelja vordhaarse tdisnurkse kolmnur-
ga pindalad. Ristkiiliku ABCD pindala on 8- 11 = 88. Tippude
A, B ja D juures asuvate vordhaarsete taisnurksete kolmnurka-
3-3 55 8-8
de pindalad on vastavalt -5 = 45, -5 = 12,5 ja — = 32.
Neljandas kolmnurgas on hiipotenuusi pikkus 11 — 5 = 6 ja hii-
potenuusile tommatud korgus 3, mistottu selle kolmnurga pind-



ala on 62—3 = 9. Seega saame viirutatud ristkiiliku pindalaks

88 — 4,5 — 12,5 — 32 — 9 = 30.

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses paneme téhele, et
koigi joonisel esinevate teravnurkade suurus on 45°. Seega on ka
tipu B juures asuv taisnurkne kolmnurk vordhaarne ning tema
molema kaateti pikkus on 8 — 3 = 5. Viirutatud ristkiiliku kiilje-
pikkused on seega \/32 + 32 = 3v/2 ja /52 + 52 = 5v/2 ning selle
ristkiiliku pindala on 3v/2 - 5v/2 = 30.

Vastus: 217.

Lahendus 1. Olgu Jiiri korteri number n ning Mari korteri number
(ja tihtlasi Jiiri korruse number) m. Et m. korrusel asuvad korterid
numbritega 10m — 9 kuni 10m, siis 10m — 9 < n < 10m ning

1Im—-9 < n+m < 11m. Et n+m = 239, saame siit Mari korteri

239+9 248 | 239
= —— ning m > —.
11 11 11
Ainsa téisarvuna rahuldab neid vorratusi m = 22 ning Jiiri korteri
numbriks on siis n = 239 — 22 = 217.

numbri m jaoks vorratused m <

Lahendus 2. Olgu Mari korteri number m, siis Jiiri korter asub
m. korrusel ning selle number on 10(m — 1) + k, kus k& on
ithekohaline arv. Jiiri ja Mari korterinumbrite summa on siis
10(m — 1) + k + m = 239, kust 11m + k& = 249. On lihtne kont-
rollida, et ainus iihekohaline arv k, mille korral 249 — k jagub
11-ga, on k = 7. Siis m = 22 ning Jiiri korteri numbriks saame
239 — 22 = 217.

IX klass, I osa

1.36. 2. 9. 3.

(ak 4+ bm)x

100 liitrit. 4. 1336. 5. 11. 6. 15°. 7. 36 cm?.

8.160°. 9. 6. 10. 48.

IX klass, IT osa

1.

Vastus: 108 sekundi jooksul.



Lahendus 1. Kui rong sdidab z kilomeetrit tunnis, siis ta ldbib

1000
3600 — 3.6 meetrit ja y sekundi jooksul katab rong
xy o xy

;c’?é meetrit. See teeloik moodustab 3630 = 108 roo-

papikkust ning jarelikult kuuleb Juku y sekundi jooksul lx_OyS kolk-
su (eeldades, et ta alustab kuulamist mitte tépselt kolksu hetkel,

vaid kahe kolksu vahepeal). Selleks, et kolksude arv vorduks ron-

sekundis x -

vahemaa

x
gi kiirusega kilomeetrites tunnis, peab kehtima vordus % =,

millest y = 108.

Lahendus 2. Olgu rongi kiirus = km/h, siis ithe tunni jooksul ldbib

-1
rong x km ehk iiletab z - 1000 roobast. Niisiis iiletab rong = ré6-
bast 30 tunni ehk 30 3600 = 108 sekundi jooksul — s.t. kui
1000 1000

Juku kuulab kolkse 108 sekundi jooksul, siis on selle aja jooksul
kuuldavate kolksude arv x vordne rongi kiirusega km/h.

Vastus: 0, 1, 3, 5, 6 voi 8.

Lahendus 1. Paneme koigepealt tdhele, et summa viimane num-
ber oleneb ainult liidetavate viimastest numbritest, seega voime
arvude 1, 2, ..., n asemel liita nende viimased numbrid. Leia-
me summa 1+ 2+ ...+ n viimased numbrid n =1, 2, ..., 10
korral — need on vastavalt 1, 3, 6, 0, 5, 1, 8, 6, 5, 5. Et
14+24...494+0 =45, siis vaadeldava summa viimased numbrid
n =11, 12, ..., 20 korral saame eespool loetletutest 5 liitmisel,
s.t. need on vastavalt 6, 8, 1, 5, 0, 6, 3, 1, 0, 0, ning edasi
hakkavad samad viimased numbrid 20 kaupa tsiikliliselt korduma
(sest summa 1+2+...+9+0+1+24...4+9+0 lopeb 0-ga).
Jarelikult saab vaadeldava summa viimane number olla 0, 1, 3,
5, 6 voi 8 ning ei saa olla 2, 4, 7 ega 9.

Lahendus 2. Vaatleme summat 1+2+...4+n. Jitame igast liideta-
vast alles ainult iiheliste numbri. Jarelejidnud summast tombame
maha koik liidetavate paarid 1 ja 9, 2 ja 8, 3 ja 7 ning 4 ja
6. Alles jadb teatud arv liidetavaid 5 ja voib-olla veel arvud 1,
2, 3, 4. Seega on esimese n positiivse tdisarvu summa viimane



number sama mis arvu bk, bk+1, bk+1+2, bk+1+4+2+ 3 voi
5k +142+3+4 viimane number, kus £ on téisarv. Esimest tiitipi
arvud annavad viimaseks numbriks 0 voi 5, teist tiitipi arvud 1
voi 6, kolmandat tiiiipi arvud 3 voi 8, neljandat tiiiipi arvud 6
voi 1 ja viiendat tiilipi arvud 0 voi 5.

n-(n+1)

2
viimane number on pool arvu n? + n jagamisel 20-ga tekkivast
jadgist. Et arvule n mingi 20 kordse liitmine n? + n jagamisel
20-ga tekkivat jasdki ei muuda, siis piisab vaadelda n vadrtusi 1,
2, ..., 20. Vastavad arvutused on esitatud jargmises tabelis:

Lahendus 3. Et 1+2+4+ ...+ n = , siis selle summa

41516 |7 18|9]10

n 1 2

n? (mod 100) 1149 (16[25(36|49|64 (81| 0
6
3

n® +n (mod 20) | 2 1200|102 [16]12|10]10

n2+n

(mod 10) | 1 6lo|5|1]|8]6]5]5
n 11|12 |13]14]15]16/] 17|18 19|20
n? (mod 100) 21 (44169 | 96 | 25 | 56 | 89 | 24 | 61

n?4n(mod20) 1216 2 |10 0 [12]6 | 2| 0
n?+n

(mod10) [ 6 | 8 | 1 |5 |0 [6[3|1]0]0

n?+n
2
viimased numbrid on 0, 1, 3, 5, 6 ja 8.

Siit ndeme, et arvu ehk summa 142+4...+4+n voimalikud

. Lahendus 1. Kolmnurgad 01024 ja O103B on vordkiilgsed (vt.
joonist 1), sest nende koik kiiljed on sama pikad kui ringjoon-
te ithine raadius O105. Olgu C' kolmnurga O102A iimberring-
joone keskpunkt. Kuna vordkiilgses kolmnurgas nurgapoolitajad
ja kiilgede keskristsirged langevad kokku, siis 16ik C'O; pooli-
tab kolmnurga O;02A tipu O; juures oleva nurga, mistottu
/CO105 = 30°. Seega

LCO1B = LC0O105 4+ LO201B = 30° 4+ 60° = 90° .



Néeme, et sirge O1B ristub kolmnurga O,02A iimberringjoone
punktis O; selle ringjoone raadiusega C'O;, mis tdhendabki, et
O1 B puutub (punktis O;) mainitud ringjoont.

Joonis 1

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses paneme tdhe-
le, et kolmnurgad O102A ja O102B on vordkiilgsed, mistottu
01 BO2A on romb ning sirge O1 B on paralleelne vordkiilgse kolm-
nurga O102A kiiljega O2A. Et vordkiilgses kolmnurgas korgused
ja kiilgede keskristsirged langevad kokku, siis kolmnurga O;05A
tipust O; kiiljele O2A tommatud korgus l&bib selle kolmnurga
iimberringjoone keskpunkti ning sellega ristiolev sirge O1 B on ji-
relikult imberringjoone puutuja.

Lahendus 3. Nagu eelmistes lahendusteski paneme koigepealt té-
hele, et kolmnurgad O;0:A4 ja O102B on vordkiilgsed. Siit
[0 A0 = /0501 B. Vastavalt teoreemile puutuja ja koolu va-
helisest nurgast on sirge O1 B kolmnurga O102A iimberringjoone
puutuja.

Vastus: kui ruutude arv n avaldub kujul n = 3k voi n = 3k + 2,
siis leidub voitev stateegia Maril; kui aga n = 3k + 1, siis Jiiril.

Kui n = 3k voi n = 3k+2, siis liigutagu Maril esimesel kéigul oma
nuppu vastavalt kahe voi ithe ruudu vorra edasi. Sellega saavutab
Mari olukorra, kus ruutude arv, mis tal oma nupuga Jiiri nupuni
joudmiseks tuleks astuda, jagub 3-ga. Edasi saab Mari kasutada
jargmist strateegiat: kui Jiiri kdib oma nupuga iihe voi kahe ruudu
vorra Mari nupu poole, siis liigutab Mari oma nuppu vastavalt



kahe voi iithe ruudu vorra Jiiri nupule vastu; kui aga Jiiri kaib {ihe
voi kahe ruudu vorra Mari nupust eemale, siis liigutab Mari oma
nuppu sama arvu ruutude vorra Jiiri nupule jérele. Parast Jiiri iga
kéiku on kaugus Mari ja Jiiri nuppude vahel 3-ga mittejaguv arv,
kuid pérast Mari iga vastust 3-ga jaguv arv. Et Mari nupp ldheneb
iga kéiguga Jiiri-poolsele lauaotsale ning Jiiri nupp jaéab alati Mari
nupu ja selle lauaotsa vahele, siis saab nuppude kauguseks pérast
Mari kéiku varem voi hiljem vdhim 3-ga jaguv mittenegatiivne
taisarv — null.

Kui n = 3k + 1, siis voidab Jiiri, sest tal on iilalvaadeldud voi-
duseis: enne vastase (Mari) kdiku on kaugus nuppude vahel 3-ga
jaguv arv.

X klass

1.

Vastus: © =34+ V3.

Maéérates antud ruutvorrandi lahendite summa ja lahendite kor-
rutise Viete’i valemite jirgi, saame vorrandi —2a = /a2 + 27.
Ruutu tostes leiame 4a® = a? + 27 ehk a? = 9, millest a = +3.
Lahtevorrandit rahuldab ainult lahend a = —3. Asetades a véir-
tuse algsesse ruutvorrandisse, saame vorrandi z? — 6z +6 = 0,
mille lahendid on z = 3 + V/3.

Vastus: © = 2abc/(be — ca + ab).
.. 1
Lahendus 1. Ulesande tingimustest saame, et — = Tty _2 + -
a xy Ty
. . r T 1.1 1 1 . ..
ning analoogiliselt — = — 4+ — ja — = — 4+ —. Siit leiame
b y =z c z
1 1 (1 1 1>7ab+bc—ca
2 \¢ a b/ 2abc
. 2abe
ning r = ————.
& ab+ bc — ca

Lahendus 2. Avaldades antud seostest vastavalt =, y ja z, saame:

ay
= 1
r= T (1)



z—b’
s = (3)

Tr—cC

Asendades vordusse (1) koigepealt (2) ja seejirel (3), saame

bz
ay az—b abz
xr = = = =
y—a bz bz —az 4+ ab
—a
z—0b
cT
_ abx—c _ abecx
(b—a) cr 4 ab bcx — acx + abx — abce
r—c

Siit abc = z(ab 4 be — ca) — abe ehk 2abc = x(ab + be — ca), kust
2abc

~ab+bc—ca’
Vastus: a) ei; b) jah.

a) Kehtigu téisarvude a, b, ¢ jaoks Pythagorase teoreemi vordus
a?4b? = 2. Iga arv on oma ruuduga sama paarsusega; samuti on
iga arv ja tema vastandarv sama paarsusega. Seega arvud a ja a?
on sama paarsusega, b ja b® on sama paarsusega ning ¢ ja —c? on
sama paarsusega. Jarelikult a +b+ ¢ ja a® +b* —¢? = 0 on sama
paarsusega, s.t. a + b+ ¢ on paarisarv ega saa vorduda 2003-ga.

b) Arvestades, et 2004 = 12 - 167, vaatleme kolmnurka kiiljepik-
kustega 3, 4 ja 5, mille puhul 3% +42 = 5% ja 3+4+5 = 12.
Suurendades selle kolmnurga kiiljepikkusi 167 korda, saame kolm-
nurga kiiljepikkustega 3 - 167, 4 - 167 ja 5 - 167, mis rahuldab
iilesande tingimusi.

Vastus: 1:2.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et kaheksanurga kiiljepik-
kus on 1. Kaheksanurga kiiljele toetuva ruudu kiiljepikkus on siis
samuti 1, kiiljele toetuva vordhaarse téisnurkse kolmnurga kaate-

ti pikkus aga —=. Joonisel mustaks varvitud ruudu kiiljepikkus

V2



1 V2-1

on seega 1 — — = ning viirutatud ruudu kiiljepikkus
V2 V2
1

1-2- (1 — E> = V2 — 1. Viirutatud ruudu ja musta ruudu

kiiljepikkuste suhe on jarelikult V21 ning nende pindalade su-
he on 2 : 1. Viirutatud ruudu pindala suhe nelja musta ruudu
kogupindalasse on siis 2 : 4 ehk 1: 2.

. Lahendus 1. Olgu O kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt.
Siis |OA| = |OB|. Vaatleme kiiri OA ja OB. Et kolmnurk ABC
pole taisnurkne, siis ZAOB # 180°. Jarelikult leidub ringjoon c¢3,
mis puutub kiiri OA ja OB vastavalt punktides A ja B. Analoo-
giliselt leidub ringjoon ¢, mis puutub kiiri OB ja OC' vastavalt
punktides B ja C', ning ringjoon c¢o, mis puutub kiiri OC ja OA
vastavalt punktides C ja A. Kuna co ja c¢3 puutuvad kiirt OA
punktis A, puutuvad nad punktis A ka omavahel; analoogiliselt
puutuvad cs ja c¢; omavahel punktis B ning c¢; ja co omavahel
punktis C'.

Joonis 2 Joonis 3

Lahendus 2. Olgu «, 8 ja v kolmnurga ABC' sisenurkade suuru-
sed. Kui ABC on teravnurkne kolmnurk (vt. joonist 2), siis valime
véljaspool kolmnurka sellised punktid O;, Oy ja Os, et kehtik-
sid vordused /01BC = /O1CB = «, LOCA = LOAC = (3
ja /O3AB = /O3BA = ~. Sirge 0105 lidbib punkti C, sest
a+ B+ v = 180°, analoogiliselt 1dbib sirge 0203 punkti A ja
sirge O30 punkti B. Kui niiiid joonestada ringjoon keskpunkti-
ga O; ldbi tippude B ja C', ringjoon keskpunktiga O, ldbi tippude

10



C ja A ning ringjoon keskpunktiga Os lidbi tippude A ja B, siis
puutuvad need kolm ringjoont paarikaupa.

Kui ABC on niirinurkne kolmnurk niirinurgaga néiteks tipu
A juures (vt. joonist 3), siis tuleb punkt O; wvalida nii, et
L0O1BC = LO,CB = 3 + v, edasine arutlus jaab samaks.

Vastus: a) 364.

Lahendus 1. Lahendame koigepealt iilesande b)-osa. Et k > 1, siis
on asutuses igal k+1 voi k+ 2 telefoniga ametnikul iiks & telefo-
niga vahetu alluv. Teiselt poolt, et k < n, siis on igal k telefoniga
ametnikul iiks k41 voi k 4+ 2 telefoniga vahetu iilemus. Seega on
koik k telefoniga ametnikud iiksiiheses vastavuses koigi £ + 1 ja
k + 2 telefoniga ametnikega, mistottu k telefoniga ametnikke on
sama palju kui £+ 1 ja k + 2 telefoniga ametnikke kokku.

Ulesande a) osas nimetatud juhul on asutuses kiimme telefo-
ni 1 ametnikul, iiheksa telefoni samuti 1 ametnikul ning b)
osa pohjal on kaheksa telefoni 1 + 1 = 2 ametnikul, seit-
se telefoni 1 + 2 = 3 ametnikul, kuus telefoni 2 +3 = 5
ametnikul, viis telefoni 8 ametnikul, neli telefoni 13 ametni-
kul, kolm telefoni 21 ametnikul, kaks telefoni 34 ametnikul ja
iiks telefon 55 ametnikul. Kokku on asutuses telefone seega
10-149-1+8-247-3+6-54+5-8+4-134+3-2142-34+1-55 = 364 .

Lahendus 2. a) Olgu A, telefonide koguarv asutuses, milles
Eriti Téhtsal Ametnikul on n telefoni. Need telefonid jagunevad
kolmeks: A,,_; telefoni, mis kuuluvad selle allasutuse tootajatele,
mida juhib Eriti Tdhtsa Ametniku n — 1 telefoniga vahetu
alluv, A,_o telefoni, mis kuuluvad selle allasutuse tootajatele,
mida juhib tema n — 2 telefoniga vahetu alluv, ning n telefoni,
mis kuuluvad Eriti Téhtsale Ametnikule endale. Seega kehtib
vordus A, = A,_1 + A,_o + n. On lihtne ndha, et Ay = 3
(kahe telefoniga ametnikule allub iiks iihe telefoniga ja iiks ilma
telefonita ametnik) ning Az = 7 (kolme telefoniga ametnikule
allub kahe telefoniga ametniku juhitav allasutus ja iihe telefoniga
ametnik). Edasi lelame Ay = 7+3+4 =14, A5 = 144+7+5 = 26,
Ag =46, A7 =79, Ag =133, Ag =221, A = 364.

b) Olgu B(m, k) iithe m telefoniga ametniku alluvuses to6tavate
k telefoniga ametnike arv. Kehtivad jargmised seaduspérasused.

1) Kui m > 2 jam > k, siis B(m, k) = B(m—1,k)+B(m—2,k),

11



sest koik m telefoniga ametnikule alluvad k telefoniga todtajad
kuuluvad selle ametniku m — 1 telefoniga vahetu alluva voi m — 2
telefoniga vahetu alluva juhitavasse allasutusse.

2) Kui k > 1, siis B(m + 1,k+ 1) = B(m,k), sest kui m + 1
telefoniga ametniku juhitava allasutuse igalt tootajalt iiks telefon
dra votta ning senised telefonita to6tajad koondada, siis muutuvad
k + 1 telefoniga tootajad k telefoniga toctajateks, kes alluvad m
telefoniga ametnikule.

Niiiid saame B(n, k+2)+B(n,k+1) = B(n—1,k+1)+B(n, k+1) =
=B(n+1,k+1) = B(n,k).

XT klass
1. Lahendus 1. Et 216 = 2333 ja 8000 = 4353, siis voime avaldada
2n+6 +3n+6 +2333(2n _,'_311) _ (2n+3 +3n+3>(23 +33) ,
4n+6 +57L+6 +4353(47l +5n) — (4n+3 +5n+3)(43 +53) )
Arvudel 2% + 33 =35 ja 4% + 5% = 189 on aga iihistegur 7.
Lahendus 2. Paneme téhele, et
om0 3nH6 4 916(274-3") = 27(2°-1) 4 3"(3%~1) + 217(2"+3"),
4n+6 4 5n+6 1 8000(2"+3"™) = 4™ (45—1) + 57 (55—1) 4 8001 (4"45™).

Et arvud 26 —1, 351, 4°—1 ja 5% — 1 jaguvad kéik 7-ga, nagu
ka arvud 217 ja 8001, siis 7 on otsitav iihistegur.

nl?> . 360° . . nl? 180° 90°
2. Vastus: = sin ——, kui n on paaris; - -Ccos - tan
n

, kui

n on paaritu.

Tommates korrapdrase n-nurga keskpunktist 16igu igasse tippu,
nieme, et korrapdrase m-nurga pindala avaldub timberringjoone
raadiuse r kaudu valemiga

2 360°
Sy = n% sin .

n

Kui n on paarisarv, siis iihtib korrapédrase n-nurga pikim diago-
naal tema {imberringjoone diameetriga, ehk I = 2r, ning eelnev
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pindala valem saab kuju

l2 o
Sp = " i 2007

8

Kui n on paaritu, siis vaatleme tiisnurkset kolmnurka, mille hii-
potenuusiks on korrapérase n-nurga timberringjoone diameeter ja
itheks kaatetiks pikim diagonaal. Nurk nende vahel on pool n-

. Ja-

nurga kiiljele toetuvast piirdenurgast ehk pool nurgast

[e]

90
relikult kehtib seos | = 2rcos ning pindala valem omandab
n

kuju
sin —3600
Sp = n—lz " n7l2 cos 180° tan 907
8 cos2 %0 2 "
Vastus: 2.

Olgu a ja b antud kolmnurga kaatetite pikkused ja ¢ hiipotenuu-
si pikkus, kusjuures kaatetile pikkusega a on tommatud mediaan
pikkusega V3. See mediaan on hiipotenuusiks tédisnurksele kolm-

nurgale, mille kaatetite pikkused on g ja b (vt. joonist 4). Pytha-

an 2
gorase teoreemi pohjal kehtib vordus (5) + 0% = (V3)? = 3.

Analoogiliselt on mediaan pikkusega /2 hiipotenuusiks tdisnurk-

sele kolmnurgale, mille kaatetite pikkused on a ja g, mistottu
kehtib ka vordus (g) * 4 a? = (V3)? = 2. Liites saadud kaks vor-
dust, saame g(a2 +b%) = 5 ehk a? + b? = 4. Selle kolmnurga
hiipotenuusi pikkus on niisiis \/m =2.

1
. Lahendus 1. Et |BD| = §|BC\, siis on kolmnurga ABD kiil-
jele AB tommatud korgus pool kolmnurga ABC' korgusest ja
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SaBp = %SABC. Analoogiliselt Sapr = ;SABC. Lahutades

siit eelmise vorduse, saame Say g — Sppym = éSABC- Lisaks

Sarc = ES aBCc - Lahutades eelmisest vordusest selle, saame
Skim — Sarr — Scex — Sppm =0,

millest jdreldubki noutav pindalade vordsus.

C

DR
oI
.l

NI
Do
=

c A F B

Joonis 4 Joonis 5

Lahendus 2. Et Sapc+SBra+Scr—2SapB—2SBEc—2ScraA =
=3SkrMm—3SarL—3SBpM—3ScEk (vt. joonist 5), siis avaldades
vasakul esinevad pindalad kolmnurga ABC' pindala kaudu, saame
vasaku poole vadrtuseks

1 2 5 1 1 1
424 Y 9.2 _9.2_9.= =0.
<2+3+6 2 3 6)SABC 0

Jéarelikult on ka vorduse parema poole viartus 0.

Vastus: jah.

Valime hulga {1,2,3,4,5} iga kaheelemendilise alamhulga {m,n}
jaoks iihe algarvu p,, , nii, et erinevatele alamhulkadele vastavad

erinevad algarvud (samas loomulikult p,, ., = ppnm ). Defineerime
arvud ai, as, as, a4, as jirgmiselt:

Qi =P1i----"Pi—1, Pitli -~ P54

ehk arvu a; algtegurid on parajasti need algarvud, mis vastavad
elementi ¢ sisaldavatele alamhulkadele. Nii saadud arvud rahulda-
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vad iilesande tingimusi, sest mistahes paarikaupa erinevate indek-
site 7, s, t korral arvude a, ja ay suurim iihistegur on p, o > 1,
kuid arvude as ja a; suurim iihistegur on ps: # pr s, mistottu
kolme arvu a,., as ja a; suurim iihistegur on 1.

Mdrkus. Konkreetse néitena voime votta

a1 =2-3-5-7,

as = 2-11-13-17,
as = 3-11-19- 23,
a; =5-13-19-29,
as = 7-17-23-29.

Igal kahel arvul leidub {ihine algtegur, kuid {ikski algtegur ei kuulu
korraga kolme arvu koosseisu.

Ulaltoodud lahendust on lihtne iildistada viie positiivse téisarvu
juhult n positiivse tédisarvu juhule, kus n > 3 on suvaline.

6. Vastus: jah.

Astugu pornikas esimesel sammul suvalisele ddreruudule A. Kui
ruudustikus leidub moéni valge ruut B, mis erineb ruudust A, siis
voib pornikas litkuda selleni ja tulla sama teed pidi tagasi. Nii
muutuvad ainult ruutude A ja B vérvid, sest koiki vahepealseid
ruute kiilastab pornikas paarisarv kordi. Nonda jédtkates on voi-
malik jouda olukorrani, kus koik ruudud peale A on mustad. Kui
niiiid ka A on must, siis v6ib pornikas kohe ruudustikult lahkuda.
Kui A on valge, siis v6ib pornikas teha kolmiksammu: astuda ruu-
du A korval asuvale ddreruudule C, tagasi ruudule A ning uuesti
ruudule C', misjérel koik ruudud on mustad.

XII klass

3+V5 3—¢5> i (3—\/5 3+\/5).

1. Vastus: sobib (
Vastus: sobib paar 5 5 5 5

Meil tuleb valida kordajate a ja b védrtused nii, et alati, kui
f"(x) = 0, oleks ka ¢'(x) > 0 ning alati, kui f”(z) < 0, oleks
ka ¢'(z) < 0. Kindlasti kehtivad need tingimused siis, kui iga
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korral f"(z) =g (x). Et
f(x) = 122% +6(a® + b*)x + 2(a® + b?),
g (z) = 122 + 108z + 2ab + 12,

siis see vordus kehtib alati, kui f”(z) ja ¢'(z) avaldistes on x
vastavate astmete kordajad vordsed. Nii saame vorrandisiisteemi

6(a® +b%) = 108
2(a® +b*) = 2ab + 12

mille voime teisendada kujule

(a+0b)(a® — ab+b*) = 18
a’—ab+b* =6
Siit saame, et a + b = 3. Asendades b = 3 — a siisteemi teise
vorrandisse, saame ruutvorrandi a® — a(3 —a) + (3 — a)? = 6 ehk

3+\/5J.a ~3-5

a? —3a +1 = 0, mille lahendid on a =

2 ¢ 2
Esimesel juhul on b = 3 — 3+2\/S = 3 72\/5, teisel juhul aga
pog 3-V5 _3+V5
2 2
Vastus: 84.

Lahendus 1. Virvime koigepealt mingid kaks teineteise vastas asu-
vat sektorit. Kui viirvime need sektorid sama vérviga (4 voima-
lust), siis voime molemad jirelejainud sektorid virvida suvalisega
iilejadinud vérvidest (kummagi sektori virvimiseks 3 voimalust).
Seega on sel juhul vérvimisvoimalusi 4 -3 -3 = 36. Kui aga es-
malt viarvime kaks teineteise vastas asuvat sektorit eri varvidega
(4-3 voimalust), siis jidb kummagi iilejdéinud sektori virvimiseks
2 véarvi ning kokku on varvimisvoimalusi 4 -3 -2 -2 = 48. Kokku
on sektorite varvimiseks niisiis 36 + 48 = 84 voimalust.

Lahendus 2. Tahistame sektorid vastupéeva liikudes tdhtedega A,
B, C, D. Varvime koigepealt sektori A, selleks on 4 voimalust.
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Seejérel varvime sektori B erinevaks sektorist A, selleks on 3 voi-
malust. Sektori C' virvimiseks sektorist B erinevaks on 3 voima-
lust ning sektori D vérvimiseks sektorist C' erinevaks samuti 3
voimalust. Seega saame nelja sektorit virvida 4-3-3-3 = 108 vii-
sil. Kuid siit tuleb korvale jitta véarvimisviisid, kus sektorid A ja
D on iihte varvi. Niisuguste varvimisviiside arvu leidmiseks késit-
leme sektoreid A ja D tinglikult iihe sektorina. Kolmeks sektoriks
jaotatud ringis peavad koik sektorid olema eri vérvi, jarelikult on
véarvimisvoimalusi 4-3-2 = 24. Ringi nelja sektori varvimiseks, kus
koik sektorid on erinevat varvi, on voimalusi seega 108 —24 = 84.

Lahendus 3. Sektoreid on v6imalik noutaval viisil varvida, kasuta-
des selleks kahte, kolme voi nelja vérvi.

Nelja vérvi korral tuleb iga sektor virvida erineva vérviga ning
rohkem piiranguid sellisele vérvimisele ei ole — esimese sektori
vérvi valikuks on meil seega 4 voimalust, teise sektori virvi va-
likuks 3 voimalust, kolmanda sektori vérvi valikuks 2 voimalust
ja neljanda sektori vérvi valikuks iiksainus voimalus ning kokku
saame nelja virviga vérvimiseks 4 - 3 - 2 = 24 voimalust.

Kolme varvi korral on meil koigepealt 4 voimalust kasutamata
jadva varvi valikuks. Edasi tuleb mingi véirviga virvida 2 sekto-
rit, mis ei tohi paikneda teineteise korval — selle vérvi valikuks
on 3 voimalust ning sellega varvitavate sektorite paari valikuks 2
voimalust. Et lopuks on veel 2 voimalust varvida iilejadnud kaks
sektorit kahe iilejadnud varviga, siis kokku on kolme vérviga vér-
vimiseks 4 -3 -2 -2 = 48 voimalust.

4-3
Kahe vérvi korral on meil koigepealt - = 6 voimalust kasuta-

tavate varvide valikuks. Et iihe valitud vérviga tuleb vérvida iiks
mitte-naabersektorite paar ja teisega teine, siis on selleks veel 2
voimalust ning kokku seega 6 - 2 = 12 voimalust.

Kokkuvottes saime, et sektorite noutaval viisil vérvimiseks on
24 4+ 48 + 12 = 84 erinevat voimalust.

. Vastus: sellise kuusnurga rajajoon, mille tipud asuvad punktides
1 1 1 ) 1
(7170)3 (75;1)7 (5’1)7 (170)7 (5171) Ja (75771)

Lahendus 1. Vaatleme eraldi kolme juhtu.

17



1
Kui z > 2 siis 224+ 1| =2z +1 ja |2z — 1| = 2z — 1 ning saame
vorrandi 4z + 2|y| = 4, kust |y| = 2 —2z. Et |y| > 0, siis peab
siin olema = < 1.
1

Kui z < —5 siis |22 4+ 1] = —2x — 1 ja |2z — 1| = =2z + 1 ning
saame vorrandi —4x + 2|y| =4, kust |y| =2+ 2z. Et |y| > 0, siis
peab siin olema z > —1.

1 1
Kui —5 <z < 3 siis 2c4+ 1] =2z+1ja 20 —1] = -2z +1

ning saame vorrandi 2 + 2|y| = 4, kust |y| = 1.

Néeme, et igaiihel kolmest vaadeldud juhust paiknevad noutava
omadusega punktid kahel x-telje suhtes siimmeetrilisel loigul ning
kokku moodustavad need 16igud kuusnurga tippudega punktides

(—1;0), (—%;1), (%1) (1;0), (%;—1) ja (—%;—1) (vt. joo-

nist 6).

Lahendus 2. Otsitav punktihulk on siimmeetriline z-telje suhtes,
sest kui punkt (z,y) rahuldab iilesandes antud tingimust, siis ra-
huldab seda ka punkt (z,—y). Samuti on punktihulk siimmeetri-
line y-telje suhtes, sest kui punkt (x,y) rahuldab iilesande tingi-
must, siis rahuldab seda ka punkt (—z,y), nagu nihtub vordusest

12(—x) = 1| + |2(—=) + 1| + 2|y| = |2z + 1| + |22 — 1| + 2]y|.
Seega piisab vaadelda punkte (z,y), kus > 0 ja y > 0. Tingimus
omandab sellisel juhul kuju |2z — 1] + 22 + 1 + 2y = 4. Kui siin
0 <2 <1/2,siis |2 — 1] = 1 — 22 ning tingimus on

1-2x+2x4+14+2y=4
ehk y =1. Kui > 1/2, siis |22 — 1| = 2z — 1 ning tingimus on

2 —1+2x+14+2y=4
ehk y = 2—2x. Nende kahe vorrandi jargi joonestame vélja punkti-

hulga tasandi I veerandis. Kujundi osad tasandi iilejdsinud veeran-
dites leiame peegeldamistega x- ja y-telje suhtes (vt. joonist 6).
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Joonis 6 Joonis 7

4. Jagame méngijad kahte paari ning selgitame kummaski paaris

voitja ja kaotaja. Seejérel méangib kummagi paari voitja teise paari
kaotajaga ning nende kohtumiste voitjad ongi klubi kaks paremat.
Toepoolest, kui teise méngu voitja voitis ka esimeses kohtumises,
siis kuulub ta kindlasti klubi kahe parema hulka, sest ta on voitnud
kahte méngijat. Kui teise méngu voitja kaotas esimeses kohtumi-
ses, siis voOitis ta teises méngus esimese méngu voitjat ja on sellega
tugevam nii temast kui ka tema esimese méngu vastasest.

Markus. On voimalik toestada, et n méngija hulgast m parema
leidmiseks pole vaja rohkem kui (Z) — <m> — <n — m> méangu.

2 2
000 — % 900 — 2 g0e — )
Vastus: 90 5 90 5 a 90 5"
Lahendus 1. Et kolmnurk BA'C’ on vordhaarne tipunurgaga (3
180° —
(vt. joonist 7), siis /ZBA'C' = /BC'A’ = M Analoogiliselt

180° —
saame /CA'B' = [/CB'A" = =2 — 7 Ringjoonte keskpunkte
B ja C iihendav sirge libib ringjoonte puutepunkti A’. Seepirast
180° — 180° —
(B'AC" = 180° — 5 b _ 5 LA ﬁ;-’y ehk vorduse

a+ [+~ =180° tottu /B'A'C' = 90° — —. Ulejisnud nurkade

| e
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suurused leiame samamoodi.

Lahendus 2. Olgu I kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt ning
A", B" ja C” siseringjoone puutepunktid vastavalt kiilgedega
BC, CA ja AB. Vaatleme vorrandisiisteemi

z+y = |AB|
y+z = |BC| .
z+x = |CA]|

Sellel siisteemil on iihene lahend (z, y ja z saab iiheselt aval-
dada |AB|, |BC| ja |CA| kaudu). Samal ajal on siisteemi la-
hendiks nii * = |AB'| = |AC'|, y = |BC'| = |BA,
z = |CA'| = |CB’| kui puutujaloikude vordsuse pohjal ka
z = |AB"| = |AC"|, y = |BC"| = |BA"|, 2 = |CA"| = |CB"|.
Jarelikult A" = A”, B’ = B"” ja C' = C”. Seega loigud 1A',
IB' ja IC’ on risti vastavalt kolmnurga kiilgedega BC, CA
ja AB, mistottu AB'IC’, BC'TA" ja CA'IB’ on kodlnelinur-
LB'IC’ 180° — «

gad. Siit /B'A'C’ = 2 = 5 ning analoogiliselt
/C'B' A = 180° -6 ja LA'C'B' = 180° — v
5 .

. Lahendus 1. Pannes tihele, et 122 = 144 ja 212 = 441, moodus-
tame arvud

M = (10" +2)? =10*" +4-10" +4 =10...040...04,
M = (2-10"+1)>=4-10"+4-10" +1=40...040...01.
Need arvud on ilmselt teineteise peegelarvud (koik nullide rithmad

koosnevad n — 1 nullist), samuti on nende korrutis tdisruut, sest
arvud ise on téisruudud.

Lahendus 2. Toestame koigepealt, et leidub neljakohaline arv, mille
peegelarv on temast 4 korda suurem, st. kehtib seos 4-abed = dcba .
Arvu kiimnendkohtade méiramiseks saame vorrandi

4(1000a + 100b 4 10¢ + d) = 1000d + 100c¢ + 10b + a,
mille voime teisendada kujule

1333a + 1300 — 20c — 332d = 0.
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Siin a peab olema paarisarv ja 4a < 10, seega a = 2. Sellest 1&h-
tudes saame edasi d =8, b =1 ja ¢ = 7. Otsitav arv on jarelikult
2178.

Olgu ntiid M = 21782178...2178, kus arv 2178 on kirjutatud
n korda jérjest. Siis arv M’ = 4M = 87128712...8712 on pa-
rajasti arvu M peegelarv. Arvud M ja M’ on iilesandes noutud
omadusega, sest M - M’ = M - 4M = (2M)2.
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