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MATEMAATIKA III VOOR
26. mérts 1994. a.

Lahendused ja vastused

IX klass.
1. Vastus: a) neljapéiev; b) teisipdev, kolmapéev, reede voi laupéev.

a) Et poiste “luiskamise p#evad” on erinevad, ei saanud nad esime-
se kohtumise pdeval molemad valetada ega ka moélemad tott radkida.
Sellel, kes ridkis kohtumisel tott, oli eelmine péev olnud “luiskamise
pédev”, tema kaaslasel, kes kohtumisel valetas, aga “tderdékimise péaev”.
Seega toimus esimene kohtumine neljapéeval, mis ainsana nende tin-
gimustega sobib.

b) Ka teisel kohtumisel ei saanud molemad poisid tott ridkida (siis
pidanuks neil olema kaks jdrjestikust iihist “tderdikimise pdeva”) ega
ka molemad valetada. Niisiis réékis iiks poistest nii kohtumise péeval
kui ka sellele eelnenud péeval tott, teine aga valetas. Selle tingimusega
sobivad teisipdev, kolmapéev, reede ja laupéev.

2. Vastus: 110, 223, 336, 449, 562, 675, 788 ja 901.

Arv n? 4 6n—104 = (n+3)% — 113 jagub 113-ga siis ja ainult siis, kui
(n+3)?% jagub 113-ga. Et arvu ruut jagub algarvuga 113 siis ja ainult
siis, kui sellega jagub vaadeldav arv ise, saame n = 113k — 3, kus k
on mingi naturaalarv, s.t.arv n voéib olla 110, 223, 336, 449, 562, 675,
788 voi 901.

3. Olgu K,L,M,N vastavalt nelinurga kiilgede AB, BC, CD ja DA
keskpunktid ning P diagonaalide AC ja BD ldikepunkt (vt. joo-
nist 1). Siis kolmnurgad ANK ja PNK on pindvordsed, kuna neil on
ithine alus N K, mis on kolmnurga ABD keskldiguks, ja seega sellele
alusele vastavalt tippudest A ja P tdmmatud korgused on vordsed.
Samal pohjusel on pindvoérdsed kolmnurgad BKL ja PKL, CLM ja
PLM ning DMN ja PMN .



Joonis 1

4. Vastus: paarid (a,a), kus a on mistahes téisarv.

b
Kui a = 0, siis ilmselt b = 0. Kui a # 0, siis saame ¢ = — jaoks
a

tingimuse 2c = 1+¢. Et ¢* —2c+1 = (¢ —1)(c®* + ¢ — 1) ja vorrandi
¢ 4+ ¢ —1 = 0 lahendid ei ole ratsionaalarvud, siis sobib vaid ¢ =1,
s.t.a = b. Teisalt on ilmne, et mistahes paar (a,a) rahuldab iilesande
tingimust.

5. Vastus: ei ole voimalik.

Vaadeldavaid kolmnurki on 10, kusjuures viisnurga iga kiilg ja iga
diagonaal on kiiljeks tdpselt kolmele neist kolmnurkadest. Seega, kui
koikide kolmnurkade kiilgede numbrite summad oleksid vordsed, peaks
arv 3-(1+2+...410) = 165 jaguma 10-ga, mis pole tdsi.

X klass.

1. Kolmnurk OBM on vordkiilgne, sest OB = OM ja /OBM = 60°
(vt. joonist 2). Ilmselt on vordkiilgne ka kolmnurk CM N, kus N on
kiilje AC' Idikepunkt ringjoonega. Et 16igud OM ja MP on risti ja
OM || AC, siis 16ik M P on vordkiilgse kolmnurga CM N korguseks.
Seega AC=2-NC =4-PC ja AP=3-PC.

2. Vastus: 11340.

Esitame naturaalarvu n paarikaupa erinevate algarvude astmete kor-
rutisena: n = p’fl S -plgs . Arvu n iga naturaalarvuline jagaja omab



kuju m:p{l-..upgs,kus 0<j1 <k, ..., 0<js < ks. Et erinevate
astendajate j; korral saame ilmselt erinevad jagajad m, siis on arvu n
naturaalarvuliste jagajate arv vordne korrutisega (k1 +1)-...-(ks+1),
s.t.meie otsitava arvu n korral peab see korrutis vorduma arvuga 100.
Et arv 100 lahutub maksimaalselt nelja arvust 1 suurema naturaal-
arvu korrutiseks, siis s < 4 ja kone alla tulevad jargmised variandid:

n = py’, L " plp%‘g,g n= pipg‘*% n= pi‘pég,4 L, "= pipd,
N =pip2p3, N = pPi1PaP3, N = P1PoP3, T = P1P2P3P4-

Ilmselt saavutame igal loetletud juhul vdhima n véirtuse, kui valime
algarvud p; voimalikult viikesed ning seejuures viiksemad algarvud
nendeks teguriteks p;, mille astendajad k; on suuremad. Seda arves-
tades ja iilaltoodud variante ldbi vaadates leiame arvu n vdhimaks
voimalikuks védrtuseks 2* - 3% 5.7 = 11340.
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Joonis 2

. a) Et a4+ b > ¢, siis ac+ be > ¢? ning analoogiliselt ab + cb > b?
ja ba + ca > a®. Ulesandes esitatud vorratuse saame nende kolme
vorratuse liitmisel.

b) Teisendame:
a* + b 4+ — 2020 — 20%¢* — 2a%c? = (a® — b* — ?)? — 4Pt =
= (a® = b* — % — 2bc)(a® — b* — ¢ + 2bc) =
=(a® = (b+0)?)(a® = (b—¢)*) =
=(a—b—c)la+b+c)(a—b+c)(a+b—c) <O0.

<0 >0 >0 >0




tan d
4. Teisendame avaldist ——, kasutades antud seoseid:
cos 7y

1

tand sind tan 3 B tan 3 B
cosy  cosdcosy  cosdcosytany sinyy/1 — sin®§
B tan 3 B sin 8 B
tan? in?
sinyy /1 — 26 siny, [cos? 3 — S Qﬁ
tan” vy tan® ~y
B sin 3 B sin 3 B
1 sin? 3
sin 1 — sin® (1 + ) sin 1-—
W\/ ﬁ tan? ¥ v sin? ~
sin «

= — =tana.

V1—sin?«a

5. Vastus: 2.

Olgu A esimene, kes saabus raudteejaama pérast oma abikaasat ja B
viimane, kes joudis sinna enne oma abikaasat. Siis A surus kitt sama
paljudel kaaslastel kui vahetult enne teda tulija ning B sama paljudel
kui vahetult tema jérel tulija. Et vastavalt iilesande tingimustele leidub
seltskonnas iilimalt kaks inimest, kes surusid kéatt {ihepalju kordi, siis
saabus A raudteejaama vahetult B jérel, s.t.kdigepealt joudis jaama
iiks liige (mees voi naine) igast abielupaarist ning seejirel saabusid
nende abikaasad. Niisiis surusid nii A kui ka B kétt kahel kaaslasel
ning kiisija pidi olema iiks neist.

XTI klass.

1. Vastus: 49500000.

Otsitav arv S on koigi selliste arvude summa, mis esituvad kujul
abcba = 10001a + 10100 + 100c, kus a véairtus voib olla 1,2, ..., 9
ning b ja ¢ védrtused voivad olla 0, 1, ..., 9. Seejuures omandavad
a, b ja ¢ nimetatud véirtusi liksteisest soltumatult. See tdhendab,
et iga konkreetse a védrtuse korral esineb liidetav 1000la summas
S 100 korda — niipalju kui on erinevaid véimalusi b ja ¢ valikuks.




Samal pohjusel esineb iga liidetav 10100 ja iga liidetav 100c¢ summas
S 90 korda. Arvestades, et 1 4+2+ ...+ 9 =45, saame

S =100 - 10001 - 45490 - 1010 - 45+ 90 - 100 - 45 =
= 4500 - (10001 + 909 + 90) = 49500000 .

2
Vastus: 265 %.

Olgu /DCF = «, siis kolmnurkade DAE ja CDF vordsusest saa-
me /ADE = /DCF = « ning seega /DRF = 90° (vt. joo-
nist 3). Téisnurksed kolmnurgad CRD ja CDF on sarnased, mistdttu

CR CD
— = — = 2.0l ABCD kiiljepikk ja DR =
DR D Olgu ruudu C iiljepikkus a ja DR = x,
siis CR = 2z, a = CD = /5 - z ning kolmnurga C'RD pindala on
1 2
SCRD:§~37-2$:$2:%.
A E'E B
N
Q P
F
o/ R
N Q
D D’ C
Joonis 3

Et loigud DE ja BF on kolmnurga DAB mediaanideks, siis
DQ = 2QF ja D'Q = 2QFE’, kus D' ja E' on mediaanide DE ja
BF loikepunkti @) ristprojektsioonid vastavalt ruudu kiilgedele DC

1 2 2
ja AB. Kolmnurga CQD pindala on niisiis Scqp = 5 @ za= %
ja viirutatud nelinurga pindala

1 1 4
Scrop =2+ (Scqp — S :22.(_7_):_2
CRQP (Scep CRD) a 375 152



4 80 2
moodustab — - 100 = 3= 26§ protsenti ruudu pindalast.

3. Olgu kolmnurgas ABC /CAB = o, LCBA = (8 ja LACB = v
ning puutugu selle kolmnurga siseringjoon kiilge AB punktis D (vt.

D DB
joonist 4). Siis — = cot % ja — =cot é Kasutades niiiid siinus-

teoreemi, saame

2 4 cot 2
r{cot — + cot —
an )
2R = — = 2, 2 ,
sin vy sin vy
cotg—&—coté

PR
T 2sin-y

A D B
Joonis 4
4. Vastus: 837.

Olgu A= {ah as, }7 AA = {bh bg, }, A(AA) = {Cl, Co, }
Siis

bk:bk_lJrl:bk_2+2:...:b1+(k'71)
iga k=2, 3, ... korral. Seega

az = a; +by,
a3 = as+by=as+b1+1=a1+2b1+1,
a4:a3—|—b3:a3+b1+2:a1+3b1+(1+2), e



Néeme, et suvalise k > 3 korral kehtib valem

kE—1)(k—2
o et 5 DD
mille saame matemaatilise induktsiooni abil kergesti tdestada. Seega
1
avaldub aj ruutkolmliikmena aj = EkQ 4+ Bk + C, kus B ja C on

mingid arvud. Et vastavalt iilesande tingimustele on arvud 19 ja 94

1 1
ruutvorrandi §k2+Bk—|—C = 0 lahenditeks, siis a; = 5(k—19)(k—94)
1
ning a; = 3 (—18) - (—93) = 837.

. Oletame koigepealt, et leiduvad kolm iihevirvilist punkti koordinaati-
dega (a,0), (a+d,0) ja (a+ 2d,0), kus a on mingi téisarv ja d on
naturaalarv. Kui vihemalt iiks punktidest (a,d), (a,2d) ja (a+d,d)
on nendega sama vérvi, siis on meil ilmselt olemas noutav kolmnurk;
vastasel juhul aga on viimati nimetatud kolm punkti ise sellise kolm-
nurga tippudeks (vt. joonist 5).

2d —

0 —

a a+d a+2d

Joonis 5

Vaatleme niitid juhtu, kus horisontaaljoonel y = 0 ei leidu kol-
me vordsete vahekaugustega iihevirvilist punkti (a,0), (a + d,0) ja
(a4 2d,0). Olgu n jirjestikuste iihevirviliste punktide maksimaalne
arv joonel y = 0 — vastavalt tehtud eeldusele ilmselt n < 3. Kui
n = 1, siis paiknevad mustad ja valged punktid joonel y = 0 vaheldu-
misi, mis on vastuolus meie eeldusega. Kui n = 2, siis voime iildsust
kitsendamata eeldada, et leiduvad kaks punkti (a+1,0) ja (a+2,0),
mis on mélemad mustad. Siis peavad punktid (a,0) ja (a+3,0) olema
valged, punkt (a+6,0) must, punkt (a+4,0) valge ja punkt (a+5,0)



must. Niiiid ei saa punkt (a + 8,0) olla valge (sest valged on punktid
(a,0) ja (a+4,0)) ega ka must (sest mustad on punktid (a +2,0) ja
(a +5,0)) — vastuolu.

Niisiis on horisontaaljoonel y = 0 (tegelikult suvalisel horisontaaljoo-
nel y = ¢) kindlasti kolm vordsete vahedega paiknevat iihevérvilist
punkti ja vastavalt eespool toestatule on olemas ka noutavate oma-
dustega kolmnurk.

XII klass.

1. Vastus: 0 <z < 3%/? voli x> 2.
Tahistades y = log,2 ja kasutades seda, et log, 2z = log, 2 + 1
ja log, 22® = log,2 + 3, saame uue muutuja y jaoks vorratuse
y+ 1 < yy+3. Selle vorratuse lahenditeks on ilmselt koik arvud
y, mis pole viiksemad arvust —3 ja mille korral kas y + 1 < 0
voi (y + 1)? < y + 3, s.t.kokkuvottes —3 < y < 1. Funktsiooni

posrdfunktsiooniks on z = 2/¥, mille mééra-

y =log, 2 =
08y T

mispiirkonda kuuluvad koik nullist erinevad reaalarvud ja mis on oma

médramispiirkonna kummaski osas (y < 0 ja y > 0 korral) rangelt

kahanev, s.t.viiksematele y véartustele vastavad suuremad = véar-

tused. Seda arvestades saame tingimusest —3 < y < 0 tingimuse
1

0 <2 < -z jatingimusest 0 < y < 1 vastavalt tingimuse 2 <z < co.

2
2. Vastus: 1996.

Et kolmnurkadel AOB ja OA1B on tipust B tommatud korgused

~ .. Saon AO N . Saoc AO
vordsed, siis = —— (vt. joonist 6). Samuti =
Soms ~ 0d;, (T ) Somc  OA;

ning seega

Saos + Saoc _ SaoB + Saoc _ AO
Spoc Soa, B+ Soa,c  OA;~




C
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A Ch B
Joonis 6
Téahistame Saop = =, Saoc =¥y ja Spoc = z, siis = x—&—y;
OAl z
BO coO
analoogiliselt saame OB, = x;rz ja oc, = y;rz Korrutades
saame:
A0 BO CO (z+y)(z+2)(y+2)
0OA, OB, 0OC, Tyz
oyl +y) +xz(r + 2) yz(y + 2) + 2zyz
= o =
Y YR 199442 = 1996 .
z Y x
. Lahutades korrutise n! = 1-2.....n algteguriteks, saame teguri-
n n n . .
te 2 arvuks Na(n) = [5] + [Z} + [g] + ... ja tegurite 5 arvuks
Ns(n) [n}+{n]+[n}+ (siin kirjutis [z] tihistab
n)= |- — —— | +.... (siin kirjutis [z] tdhistab arvu z
i 50 T l25] T 125 !
téisosa). Et mistahes naturaalarvude n ja k korral ilmselt 2% > 5%,
siis Na(n) > Ns(n) ja arvu n! 16pus on seega
no_on n n 1 n
N, -+ —+—+4+...==" =—
< s Tt T T T T 1
nulli (range vorratus kehtib siin sellepédrast, et —, —, ——, ...¢l saa
5 257 125

ithegi fikseeritud arvu n korral olla kaik téisarvud).

Vastus: ? <SS K 23— 3.

a) Kui kolmnurga iiks tipp asub ruudu tipus ja kolmnurga iilejdinud



tippude kaugused lihimast ruudu tipust on vastavalt z ja y (vt. joo-
nist 7), siis

I+a?=1+y"=(1-2)*+(1-y)?,

kust z = y ja 14+ 2% = 2- (1 — )%, ehk 2 — 42 4+ 1 = 0. Selle
ruutvorrandi lahenditeks on arvud 2 &+ \/§; tingimust 0 < = < 1

1— 2
arvestades saame z = 2 — /3 ja Szl—x—ﬂ:%/g—&

2
1 A B
Y K L
1
I-y
T 1-z D M C
Joonis 7 Joonis 8

b) Kui kolmnurga iikski tipp ei asu ruudu tipus, siis leidub parajasti
iiks ruudu kiilg, millel ei asu iihtki kolmnurga tippu. Kolmnurga pind-
ala on ilmselt minimaalne, kui iiks tema kiilg on paralleelne ruudu

V3

selle kiiljega — kolmnurga kiiljepikkus on siis 1 ja pindala S = T

Niitame veel, et selle kolmnurga pindala on igal juhul véiksem kui
punktis a) vaadeldud juhul. T&epoolest, olgu AB ruudu kiilg, mis
ei sisalda iihtki kolmnurga tippu ja olgu K, L kolmnurga tipud, mis
asuvad vastavalt ruudu kiilgedel AD ja BC' (vt. joonist 8). Uldsust
kitsendamata voime eeldada, et AK < BL. Nihutame kolmnurka pa-
ralleelselt kiiljega AD, kuni kolmnurga tipp K iihtib ruudu tipuga A
ning péorame teda seejéirel timber tipu K, kuni /DAM = /BAL.
Saadud kolmnurk on homoteetne punktis a) vaadeldud kolmnurgaga
ja ilmselt sellest vaiksem.

Vastus: 3.

Kahest punktist ilmselt ei piisa: olgu d punktide A ja B vaheline

d
kaugus ja r mistahes ratsionaalarv, mis on suurem kui 3 siis 16igu

10



AB keskristsirgel leiduvad kaks punkti, mis on punktidest A ja B
kaugusel 7.

Valime niiiid punktid A(0,0), B(1,0) ja C(v/2,0). Siis mistahes punk-
ti M(z,y) kauguste ruudud punktidest A, B, C' on vastavalt

(M, A) =2+,
d*(M,B) = (z — 1)* +y*
ja
P(M,C) = (x = V2 + 47 .
Kui koik need kaugused oleksid ratsionaalarvud, siis peaksid ka
T = % (d*(M,A) —d*(M,B) +1)
ja
V2.1 = % (d*(M, A) — d*(M,C) +2)

molemad olema ratsionaalarvud — vastuolu.
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