Matemaatikaoliimpiaad “Balti tee 2002”

Tartus, 2. novembril 2002

1. Leia vorrandisiisteemi

a® + 3ab? + 3ac® — 6abe = 1
b + 3ba® + 3bc® — 6abe = 1
e 4 3ca® 4 3¢b? — 6abe =

|
-

koik reaalarvulised lahendid.
2. Olgu a, b, ¢, d reaalarvud, mille korral

a+b+c+d=-2,
ab+ac+ad+bc+bd+cd =0.

Toesta, et viahemalt iiks arvudest a, b, ¢, d pole suurem kui —1.
3. Leia koik reaalarvujadad ag < a1 < ag < ..., mille korral
Am24p2 = afn + ai
koigi téisarvude m,n > 0 korral.

4. Olgu n positiivne tiisarv. Toesta, et

n (1 )2 3 <1 1)2
E r(1—z)° < (1—=

: n
=1

mistahes selliste mittenegatiivsete reaalarvude x1,zs,...,x, jaoks, mille korral
T+ T+ +x, =1.

5. Leia koik positiivsete ratsionaalarvude paarid (a, b), mille korral

Va+vbhb=1/24+V3.

6. Ristkiilikukujulisel {ihikruutudeks jaotatud m x n laual, m,n > 2, mangitakse jargmist
mangu. Algul asetatakse ithele ruudule vanker. Igal kiigul saab vankri nihutada suvalise
arvu ruute horisontaal- voi vertikaalsuunas, kusjuures iga kdigu peab tegema suunas,
mis on eelmise kiligu suunaga vorreldes 90° piripdeva (nt pérast kiiiku vasakule tuleb
kéia iiles, seejirel paremale jne). Milliste m ja n véértuste korral on voimalik, et vanker
kéib laua igal ruudul tédpselt iithe korra ja péérdub 16puks algruudule tagasi? (Vanker
loetakse kiinuks ainult ruutudel, millel ta peatub, mitte neil, millest ta iile sdidab.)

7. Joonestame tasandile n kumerat nelinurka. Need jaotavad tasandi piirkondadeks (iiks
piirkondadest on l6pmatu). Leia nende piirkondade suurim voimalik arv.
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Olgu P hulk tasandi n > 3 punktist, millest iikski kolm ei asu iihel sirgel. Mitu voi-
-1
malust on valida hulka 7', mis koosneb <n 5 ) kolmnurgast, mille tipud kuuluvad

hulka P, nii et igal kolmnurgal hulgast T leidub kiilg, mis ei ole hulga T iihegi teise
kolmnurga kiiljeks?

Kaks mustkunstnikku néitavad jéargmist trikki. Esimene mustkunstnik ldheb ruumist
vélja. Teine mustkunstnik votab paki 100 kaardiga, mis on nummerdatud arvudega
1,2,...,100, ja laseb kolmel pealtvaatajal jargemooda valida igaiihel iihe kaardi. Tei-
ne mustkunstnik néeb, millise kaardi iga pealtvaataja on votnud. Seejérel lisab ta iihe
kaardi iilejddnud pakist. Pealtvaatajad segavad need 4 kaarti, kutsuvad esimese must-
kunstniku ja annavad need talle. Esimene mustkunstnik vaatab neid 4 kaarti ja “mois-
tatab”, millise kaardi vottis esimene, millise teine ja millise kolmas pealtvaataja. Toesta,
et mustkunstnikud saavad seda trikki teha.

Olgu N positiivne tédisarv. Kaks inimest méngivad jirgmist méngu. Esimene kirjutab
nimekirja mitte tingimata erinevatest positiivsetest tiisarvudest, mis pole suuremad kui
25 ning mille summa on vihemalt 200. Teine méngija voidab, kui ta saab neist arvudest
vilja eraldada niisugused, mille summa S rahuldab tingimust 200 — N < § < 200+ N.
Milline on N viahim véartus, mille korral teisel méngijal on voitev strateegia?

Olgu n positiivne tdisarv. Vaatleme tasandil n punkti, mille korral iikski kolm neist
pole iihel sirgel ja erinevate punktipaaride vahelised kaugused on erinevad. Ukshaaval
ithendame iga punkti sirgloigu abil kahe temale lihima punktiga (kui moni sirgloik on
sellesse punkti juba tommatud, me neid ei kustuta). Toesta, et {ihestki punktist pole
tommatud sirgloike rohkem kui 11 punkti.

Tasandil on antud neljast erinevast punktist koosnev hulk S. On teada, et iga punkti
X € S korral saab iilejidnud punktid tdhistada tdhtedega Y, Z ja W, nii et

| XY|=|XZ|+ | XW]|.
Toesta, et need neli punkti asuvad iihel sirgel.

Olgu ABC teravnurkne kolmnurk, kus /BAC > /BCA, jaolgu D selline punkt kiiljel
AC, et |AB| = |BD|. Kolmnurga ABC iimberringjoonel voetakse punkt F nii, et FD
on risti kiiljega BC' ning punktid F' ja B asuvad sirgest AC erineval pool. Toesta, et
sirge F'B on risti kiiljega AC'.

Kolmnurga ABC kiilgedel AC', AB ja BC' voetakse vastavalt punktid L, M ja N nii,
et BL on nurga ABC poolitaja ning 16igud AN, BL ja CM ldikuvad iihes punktis.
Toesta, et kui ZALB = /MNB, siis /LNM = 90°.

Amblik ja kiirbes istuvad kuubil. Kérbes iiritab maksimiseerida lithimat teed #imblikuni
moodda kuubi pinda. Kas kirbse jaoks on alati parim olla &mbliku asukoha vastaspunktis?
(“Vastaspunkt” tdhendab “stimmeetriline punkt kuubi keskpunkti suhtes”.)

Leia koik mittenegatiivsed tédisarvud m, mille korral
G = (22m+1)2 + 1

jagub iilimalt kahe erineva algarvuga.
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Naita, et jada

2002 2003 2004

2002/ \2002/ \2002)" """’
vaadeldud mooduli 2002 jargi, on perioodiline.

Leia koik tdisarvud n > 1, mille korral arvu n° —1 iga algtegur on arvu (n®—1)(n*—1)
tegur.

Olgu n positiivne téisarv. Toesta, et vorrandil

1 1
T+y+—+-=3n
x Yy

puuduvad lahendid positiivsete ratsionaalarvude hulgas.

Kas leidub selline mittekonstantne aritmeetiline jada, mille iga liige esitub kujul a”, kus
a ja b on positiivsed tédisarvud ning b > 27



Ulesannete lahendused
1. Vastus: a=1,b=1,c=1.
Tahistagu A, B ja C antud vorrandite vasakuid pooli, siis

~A+B+C = (—a+b+c)?,
A-B+C = (a—b+c)?,
A+B—-C = (a+b—c).

Seega on iilesandes antud vorrandisiisteem samavéirne vorrandisiisteemiga

(—a+b+c) =1

(a—b+c)? =1

(a+b—c)® =1
ehk

—a+b+c=1

a—b+c =1.

at+b—c =1

Viimase vorrandisiisteemi ainus lahend on (a,b,¢) = (1,1,1).

2. Uldisust kitsendamata eeldame, et ¢ on minimaalne arvudest a, b, ¢, d ning arvude
a, b, ¢, d seas on n > 0 negatiivset arvu ja positiivsete arvude summa on x. Siis

—2=a+b+c+d>na+zx. (1)
Ruutu tostes saame

4=a?+b*+2+4d%,
kust

4<n-a®+2?%, (2)
sest positiivsete arvude summa ruut ei ole viiksem nende ruutude summast
Vordustest (1) ja (2) saame

na® + (na+2)* > 4,
na® + n%a® + 4dna > 0,
>0

a® + na® + 4a

Kuna n < 3 (kui koik neli arvu oleks negatiivsed, ei saaks iilesande teine tingimus
kehtida), siis viimasest vorratusest saame

40> +4a > 0,
a(a+1) > 0.



Et a < 0, siis jareldame siit, et a < —1.

1
Vastus: a,, =0, a, = 5 ja a, =n.

Téhistame f(n) = a,,, siis
f(m? +n?) = f2(m) + f*(n) . (3)

1
Vottes siin m = n = 0, saame f(0) = 2f%(0), kust f(0) = 3 voi f(0) = 0. Vaatleme
neid juhte eraldi.

1 1
1. Kui f(0) = 2 siis vottes vorduses (3) m =1, n = 0 saame f(1) = f3(1) + 1 kust

(f(1> - %)2 =0ja f(1) = % Niiiid leiame

f@) = f1*+1%) =2f2(1) =
f(8) = f(22+2%) =2f(2) =

N~ N =

; 1
jne. Nédeme, et f(2°) = 3 kuitahes suurte naturaalarvude ¢ jaoks, millest monotoonsuse

1
tottu jareldub, et f(n) = 5 iga naturaalarvu n korral.

2. Kui f(0) = 0, siis vottes vorduses (3) m = 1, n = 0 saame f(1) = f2(1), kust
f(1) =0 voi f(1) =1. Uurime edasi kumbagi neist voimalustest.

Kui f(0) = 0 ja f(1) = 0, siis eelnevaga sarnaselt arutledes leiame, et f(2) = 0
kuitahes suurte naturaalarvude i jaoks, millest jareldub, et f(n) = 0 iga naturaalarvu
n korral.

Kui f(0) =0 ja f(1) =1, siis

f2) = f1?+1?) =2/21)=2,
f(4) = f(22+0%) = f2(2) =4,
fB) = f(22+1%) = f2(2)+ f7(1) =5.

Niiiid
F2(3) + f2(4) = f(25) = f*(5) + f*(0) = 25 ,
kust f%(3) =25 —16 =9 ja f(3) = 3. Edasi saame
F8) = f(2° +2%) =2f%(2) =8,
F9) = f(3°+0%) = f*(3
F10) = f(3% +1%) = f*(3

Vordustest



leiame, et f(6) =6 ja f(7) = 7. J&&b iile tihele panna, et

2k +1)2 + (k—2)% = 2k —1)2 + (k +2)%,
(2k +2)% + (k—4)* = 2k —2)? + (k+4)?,

kust induktsiooniga saame, et f(n) = n iga naturaalarvu n korral.

. Avades molemal pool sulud ja lihtsustades saame toestatava vorratuse teisendada kujule
2 1
3 2
1 1

Selle vorratuse vasak pool on

WV

0.

ning seega toepoolest mittenegatiivne.

Vastus: (a, b) = (%, g) voi (a, b) = (; %)

Tostes antud vorduse pooled ruutu, saame
a+b+2Vab=2+V3. (4)

Jirelikult 2vab = r + /3, kus r on ratsionaalarv. Tostes selle vorduse pooled ruutu,
saame 4ab = r? + 3+ 2rv/3, s.t. 2rv/3 on ratsionaalarv. See on voimalik ainult juhul,

kui r = 0. Niisiis ab = 1 ning vordusest (4) saame a + b = 2. Lahendades neist kahest

1 1
vorrandist koosneva siisteemi saame (a, b) = <§, ;) voi (a, b) = (%, 5) .

Vastus: m ja n on molemad paarisarvud.

Vaatleme koigepealt mistahes sellist rida, millelt vanker liikumist ei alusta. Et vanker
peab viibima selle rea igal ruudul iithe korra ning iga korraga, kui vanker sellele reale
kéib, viibib ta parajasti kahel selle rea ruudul, siis peab m olema paarisarv. Samasugune
arutlus veergude jaoks néitab, et ka n peab olema paarisarv.

Jadb iile nédidata, et mistahes paarisarvude m ja n korral on vankril voimalik noutud
viisil koik ruudud ldbida. Téhistame ruudud arvupaaridega (4,7), kus 1 < i < m ja
1 € 7 < n. Alustagu vanker litkumist ruudult (m/2+1, 1) ning libigu kdigepealt joonisel
niidatud jérjekorras koik ruudud alumises ja iilemises reas peale ruutude (m/2 —1,n)
ja (m/2 + 1,n); vilmasena astub vanker siis ruudule (m/2 —1,1).

317 8| 4




Edasi litkugu vanker ruudule (m/2—1,n—1) ning lébigu siis sarnasel viisil kik ruudud
2. ja (n—1). reas, vilja arvatud 2. rea kaks keskmist ruutu. Niiviisi jitkates saab vanker
labida koik ruudud peale kahe keskmise ruudu igas paarisnumbriga reas (siin kasutame
eeldust, et m ja n on paarisarvud):

3|7 8| 4
15 19|11 |20 |16 | 12
23 | 27 28 | 24
351393140 36 | 32
34 | 38 37 1 33
2212630212925
14 | 18 17 1 13

216|110 1] 9] 5

Lopuks saab vanker lédbida ka need jérelejaénud ruudud, joudes lopuks algruudule tagasi:

3| 7 |47 148 8| 4
1519 11|20 | 16 | 12
23 | 27 |43 |44 | 28 | 24
351393140 36 | 32
34 | 38 | 42 | 41 | 37 | 33
22126 (3021|2925
14 | 18 | 46 | 45 | 17 | 13
216|101 1] 9] 5

7. Vastus: 4n® — 4n + 2.

Esimene nelinurk jaotab tasandi 2 piirkonnaks. Olgu niiiid joonestatud k nelinurka
Q1, ..., Q, mis jaotavad tasandi aj piirkonnaks. Uurime, milline saab olla piirkonda-
de arv apy1 jargmise nelinurga Q41 lisamise jarel. Paneme téhele, et juhul, kui agy1
on maksimaalne, ei paikne iihegi nelinurga ); tikski tipp iithegi teise nelinurga raja-
joonel, kuna vastasel korral voiksime seda tippu veidi nihutades iihe piirkonna juurde
lisada.

Ulaltoodud tihelepanekust ning nelinurkade @; kumerusest jareldub, et igaiiks nelinur-
ga Qr+1 neljast kiiljest omab {ihiseid punkte iilimalt kahe kiiljega igast nelinurgast @,
kus 1 < 7 < k. Seega jaotub Q1 iga kiilg tilimalt 2k + 1 16iguks, millest igaiiks voib
piirkondade arvu suurendada iihe vorra (olles iihiseks rajajooneks kahele piirkonnale,
millest iiks on juba aj juures arvesse voetud).

Paneme téhele, et kui Q41 mingi kiilg loikab iga @;, 1 < j < k rajajoont kaks korda,
siis selle kiilje otspunktid (Qr+1 tipud) paiknevad koikidest nelinurkadest @; valjapoole
jédval tasandi osal, ning igast tipust ldhtuvad Qx41 kahe serva osad saavad seega anda
ainult ithe uue tasandi piirkonna. Seega ajy1 — ap < 4(2k + 1) — 4 = 8k. Maksimum
ap+1 — ai = 8k saavutatakse néiteks juhul, kui nelinurgad @ on ruudud, mille tipud
paiknevad koik iihel ja samal ringjoonel.

Jadb iile leida avaldis aj, maksimaalse vadrtuse jaoks. Et avaldis ax41 — ar = 8k on
lineaarne k suhtes, siis a; avaldis on ruutpoliinoom k suhtes, kusjuures ag = 2. Seega
ar = Ak* + Bk +2. Et iga k korral 8k = a1 —ap = A(2k+1) + B, siis saame A = 4,
B = —4 ning a,, = 4n%> —4n + 2.



8. Vastus: Uks voimalus n = 3 korral ja n voimalust n > 4 korral.
Olgu mistahes fikseeritud punkti x € P korral T, koigi nende kolmnurkade hulk, mille
—1
koik tipud on hulga P punktid ning iiks tippudest on punkt z. Siis |T,| = (n 9 )

ning hulga T, igal kolmnurgal leidub kiilg, mis ei ole hulga T, iihegi teise kolmnurga
kiiljeks. Kui n > 4, siis mistahes kahe punkti  # y korral hulgast P on T, # Ty;
n = 3 korral on meil iiksainus kolmnurk ning koik hulgad 7, langevad kokku. N&itame
niitid, et iga iilesande tingimustele vastav hulk T peab olema iiks hulkadest T, s.t.
n = 3 korral on selliseid hulki 1 ning n > 4 korral n.

Olgu C hulk, mille elementideks on koik need (g) kolmnurka, mille koik tipud kuulu-
vad hulka P. Olgu

T—{ti:z‘—l,Q,...,<”;1>}, S_{Si:i_l,Q,...7<n;1>}’

kus t; on kolmnurgad hulgast C' ning s; on kolmnurga ¢; kiilg, mis ei ole iihegi teise
kolmnurga t;, j # ¢, kiiljeks. Paneme téhele, et

n n—1 n—1
T| = — = .
ev=(5)- ()= ()
Olgu m selliste paaride (s,t) arv, kus s € S on kolmnurga ¢t € C \ T kiiljeks. Et iga
s € S on kiiljeks tédpselt n — 3 kolmnurgale hulgast C'\ T, siis

m =S| (n—3) = (";1)-(71—3):3- (”;1> —3.0\1].

Teiselt poolt on aga igal kolmnurgal ¢ € C'\ T parajasti kolm kiilge, mis véivad kuuluda
hulka S. Seega niitab iilaltoodud vordus, et iga kolmnurga ¢ € C \ T kaik kiiljed
kuuluvad hulka S'.

Olgu p € P mistahes selline punkt, mis on mingi kiilje s € S otspunktiks. Siis p on
tipuks igaiihele neist n — 3 kolmnurgast hulgas C'\ T, mille kiiljeks s on. Jérelikult on
p otspunktiks n — 2 kiiljele hulgast S. Et igal kiiljel hulgas S on parajasti 2 otspunkti,
siis selliste punktide p € P arv, mis on mingi kiilje s € S otspunktiks, on

2-|95] 2 n—1
= . :n_l
n—2 n—2 2

Jarelikult leidub punkt x € P, mis ei ole iihegi kiilje s € S otspunktiks, ning T =T, .

9. Teine mustkunstnik peab valima oma kaardi nii, et esimesel mustkunstnikul oleks voima-
lik selle jéargi médrata, millise neljast 4 kaardist valis teine mustkunstnik ning millises
jarjekorras valisid pealtvaatajad tilejddnud kolm kaarti. Olgu a, b, ¢ pealtvaatajate
valitud kaartide numbrite 5-ga jagamisel tekkivad jédgid. Vaatleme kolme voimalikku
juhtu.

1) Jidgid a, b, ¢ on kéik vordsed. Siis valigu teine mustkunstnik selline kaart, mille
numbri 5-ga jagamisel tekkiv jaik d erineb jadgist a = b = c¢. Niiiid annavad nelja vali-
tud kaardi numbrid 5-ga jagamisel 2 erinevat jdadiki, millest tiiks esineb 3 korda — selle
jirgi saab esimene mustkunstnik aru, et on tegemist vaadeldava juhuga, ning eristab



10.

iihtlasi teise mustkunstniku valitud kaardi. J&4b iile méarata kood, mille jargi esimene
mustkunstnik saab méirata pealtvaatajate valitud kaartide jirjekorra. Vaadeldes nen-
de kolme kaardi numbrite suuruse jarjekorda ja neid valinud pealtvaatajate jarjekorda,
saame 6 voimalikku permutatsiooni, mida esimene mustkunstnik peab eristama. Selleks
voib teine mustkunstnik valida kaardi numbriga 5k+d, kus k on vastava permutatsiooni
number (permutatsioonide nummerdamise jéirjekorra lepivad mustkunstnikud eelnevalt
omavahel kokku).

2) Jidgid a, b, ¢ on koik erinevad. Siis kehtib parajasti iiks jirgmisest kolmest vordu-
sest:

|b—a|] = |a—c| (mod5),
la —b] = |b—¢| (mod5), (5)
la —¢| = |e¢—b| (mod?5).

Selles veendumiseks voime jéike vaadelda korrapérase viisnurga tippudena — mistahes
kolm neist moodustavad vordhaarse, kuid mitte vordkiilgse kolmnurga.

Nimetame jédkidest a, b ja c eriliseks seda, mis esineb parajasti kehtiva vorduse 5 mo-
lemas pooles. Valigu niiiid teine mustkunstnik selline kaart, mille numbri 5-ga jagamisel
tekkiv jadk d on eriline. Niitid annavad nelja valitud kaardi numbrid 5-ga jagamisel 3
erinevat jadki, millest ks on eriline ning esineb 2 korda — selle jérgi saab esimene
mustkunstnik aru, et on tegemist vaadeldava juhuga. J&ab iile valida kaardi number nii,
et esimene mustkunstnik saaks médrata teise mustkunstniku valitud kaardi ning pealt-
vaatajate valitud kaartide jéarjekorra.

Olgu s = 5m + d vastav pealtvaataja poolt valitud kaart. Siis teine mustkunstnik véib
valida kaardi numbriga s + 5k (mod 100), kus k on eelmises alapunktis mainitud per-
mutatsiooni number. Esimene mustkunstnik saab niiiid kaartide kuuluvuse mé#érata
jargmisel viisil. Koigepealt leiab ta need kaks kaarti, mille numbrid p ja ¢ annavad
5-ga jagamisel sama jidgi, ning leiab p — ¢ (mod100) and ¢ — p (mod 100). Kui
p —¢q (mod 100) > ¢ — p (mod 100), siis ¢ on teise mustkunstniku ja p pealtvaataja
valitud kaart (sest nende kahe arvu summa on 100 ning 6 -5 = 30 < 50). Vahe ¢ — p
jirgi leiab ta niiiid permutatsiooni numbri, mis méa&rab, millise kaardi keegi pealtvaa-
tajatest valis.

3) Kaks jaiki (olgu need a ja b) on vérdsed ja kolmas neist erinev. Siis valigu teine must-

ate (mod5).

kunstnik selline kaart, mille numbri 5-ga jagamisel tekkiv jidk on d =

Siis |a — d| = |d — ¢| (mod5), seega a, ¢, d on d eriline. Niisiis annavad nelja valitud
kaardi numbrid niiid 5-ga jagamisel 3 erinevat jadki, millest iiks on eriline ning ks
mitte-erilistest esineb 2 korda — selle jérgi saab esimene mustkunstnik aru, et on tege-
mist vaadeldava juhuga, ning eristab iihtlasi teise mustkunstniku valitud kaardi. J&aab
iile valida kaardi number nii, et esimene mustkunstnik saaks selle jargi méaédrata pealt-
vaatajate valitud kaartide jérjekorra — seda voime teha samuti nagu esimesel juhul.

Vastus: N =11.

Olgu N = 11, siis teine méngija voib valida arve kasvavas jarjekorras, kuni jirelejaivate
arvude summa on véaiksem kui 212. Kui viimane valitud arv ei olnud 24 ega 25, siis
jirelejddvate arvude summa on vihemalt 212 — 23 = 189. Kui viimane valitud arv oli
24 voi 25, siis jiid jdrele ainult arvud 24 ja 25 ning neid peab olema tépselt 8, sest
nende summa S peab olema viiksem kui 212 ja mitte vdiksem kui 212 — 24 = 188.
Niisiis 824 =192 < 5 < 8-25 = 200. Molemal juhul teine méngija voidab.



11.

12.

13.

Teisalt, kui N < 10, siis esimene méngija voib kirjutada kaks korda arvu 25 ja seitse
korda arvu 23. Koigi kirjutatud arvude summa on siis 211 ning mistahes arvu eemal-
damisel jérelejddvate arvude summa on iilimalt 188 — seega teine méngija ei saa voita.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub punkt A, millest on tommatud 16igud vihemalt
12 punkti. Siis leiduvad nende seas sellised punktid B, C ja D, et /BAC < 60°,
/BAD < 60° and /CAD < 60°. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et |AD| > |AB|
and |AD| > |AC|. Koosinusteoreemist kolmnurgas ABD saame

|BD|?> = |AD|? + |AB|*> — 2|AD||AB| cos /BAD

< |ADJ? +|AB|*> — 2|AB|* cos /BAD
= |AD|?* +|ABJ*(1 — 2cos /BAD)
< |ADJ?,

kuna 1 < 2cos(ZBAD). Seega |BD| < |AD| ning analoogiliselt saame |C'D| < |AD|.
Jarelikult ei peaks punktid A ja D olema loiguga tihendatud — vastuolu.

Olgu S = {A, B,C, D} ning olgu 16ik AB maksimaalse pikkusega neid nelja punkti
paarikaupa iihendavatest 16ikude hulgas. Kui valime X = A, siis peab olema Y = B
— toepoolest, valides niiteks Y = C, saaksime |AC| = |AB| + |AD|, mis on vastuolus
16igu AB pikkuse maksimaalsusega. Seega

|AB| = |AC| + |AD| . (6)
Analoogiliselt saame, et X = B korral peab olema Y = A ning jarelikult

|AB| = |BC|+ |BD| . (7)
Teisest kiiljest saame kolmnurgavorratusest, et

|AB| < |AC| + |BC|,
|AB| < |AD[+|BD],

kusjuures juhul, kui koik neli vaadeldavat punkti ei paikne iihel sirgel, on vihemalt iiks
neist vorratustest range. Liites nende vorratuste vastavad pooled, saame siis

2|AB| < |AC|+ |BC| + |AD| + |BD]| .

Liites aga vorratuste (6) and (7) vastavad pooled, saame
2|AB| = |AC| + |AD| + |BC| + |BD|,

vastuolu.

Olgu E # A selline punkt kolmnurga ABC' iimberringjoonel, et |AB| = |EB|, ning
olgu D' Kkiiljele BC libi punkti F tommatud ristsirge loikepunkt kiiljega AC (vt.
joonist 1). Siis /ECB = /BCA ning kolmnurk FCD’ on vordhaarne. Et ED’ on risti
kiiljega BC', siis kolmnurk BED' on samuti vordhaarne ning |BE| = |BD'|, millest
jiareldub, et D = D’. Niisiis paiknevad punktid £, D, F iihel sirgel ning

LEFB+ /FDA=/BCA+ /EDC =90°,

10



14.

millest ilmselt jareldub, et F'B ja AC on risti.

B

’ <fii:€/////c
F

Joonis 1

Olgu P sirgete M N ja AC loikepunkt. Siis /PLB = /PN B ning PLN B on koolneli-
nurk. Olgu w nelinurga PLN B iimberringjoon. Piisab toestada, et PL on ringjoone w
diameeter.

Olgu @ sirge AB teine 16ikepunkt ringjoonega w. Siis /ZPQB = /PLB ning
/QPL=/QBL=/LBN = /LPN ,
s.t. kolmnurgad PAQ ja BAL on sarnased. Seega

|PQ| _ |BL|

PA ~ [BA| ®)

Jarelikult on PL nurga N PQ poolitaja. Niditamaks, et PL on ringjoone w diameeter,
piisab niiiid toestada, et |PN| = |PQ].
Et kolmnurgad NPC ja LBC on sarnased, siis
|PN| |BL|
\PC|  |BC|®

Teisalt saame nurgapoolitaja omadusest, et

|AB|  |AL|
—_— ]-
BC| ~ |CT (10
Kombineerides vordused (8), (9) ja (10) saame, et

|IPN| _|AL| |CP
[PQI AP |OL|

Meil on vaja niidata, et selle vorduse vasak pool on vordne 1-ga. See omakorda jérel-
dub sellest, et punktide nelik (P, A, L, C') on harmooniline (selles veendumiseks voime
vaadelda nelinurka M BN S, kus S = MC N AN).

11



15.

16.

Q

Joonis 2

Vastus: ei.

Olgu kuubi serva pikkus 1 ning asugu d&mblik kuubi mingi serva keskpunktis. Siis lithim
tee ambliku asukohast vastasserva keskpunktini modda kuubi pinda on pikkusega 2.
Kui aga karbes asub vastasserva punktis, mille kaugus selle serva keskpunktist on s, siis
lithima tee pikkus &mbliku asukohast kédrbse asukohani on

min(\/4+s2,1/§+ (g —8)2).
3T

Kui 0 <s<

5 siis selle avaldise véddrtus on suurem kui 2.
Vastus: m =0, 1, 2.
Ilmselt m = 0, 1, 2 on lahendid: ag = 5, a; = 65 = 5-13 ja ap; = 1025 = 25-41.
Naitame, et rohkem lahendeid ei ole.

Oletame vastuvaiteliselt, et mingi m > 3 korral a,, jagub iilimalt kahe erineva algar-
vuga. Paneme tihele, et arv a,, = 4*™! + 1 jagub 5-ga ning

Ay = (22m+1 + 2m+1 + 1) . (22m+1 o 2m+1 + 1) )

Arvud 227+ 4 9mHL 4] ja 22m L _9mFl L] on iihistegurita, sest nad on molemad
paaritud ning nende vahe on arvu 2 aste. Et nad molemad on suuremad 1-st, siis iiks
neist peab olema arvu 5 aste. Niisiis

oMl 2m £ 1) =5 —1=(5-1)-(14+5+---4+571)
mingi positiivse taisarvu t korral, kus + tdhistab thte markidest + ja —. Paarituar-
vulise t korral selle vorduse parem pool ei jagu 8-ga, mis on vastuolus eeldusega, et

m > 3. Jarelikult peab t olema paarisarv ning

amHl (2m£1) = (52 —1)- (52 +1).

12



17.

18.

Imselt 52 +1=2 (mod4). Seega 52 —1 = 2™ . k mingi paaritu arvu k korral ning
512 41 =2 .k +2 on arvu 2(2™ + 1) jagaja, s.t.

2mTl 1| 2m £,
Siit k£ = 1, mis annab vastuolu, sest
2ml 1< 2m L1 <22 1),
kui m > 3.

Tahistame

ja paneme téhele, et

= () ()= () o

Niitame induktsiooniga k jirgi, et jada {2¥}°°, on perioodiline vaadelduna mistahes
mooduli m jirgi. Kui k = 1, siis 2¥ = n ning viide ilmselt kehtib. Arvestades (11)
piisab niitid induktsiooni sammu jaoks niidata, etkui jada {d,}, kus d,, = Tpy1 — Tp,
on perioodiline mooduli m jirgi, siis jada {x,} on samuti perioodiline mooduli m jirgs.
Toepoolest, olgu ¢ jada {d,} periood ning olgu h viihim selline positiivne tiisarv, et
h(z; — z¢) = 0 (modm). Siis

n+ht—1 n—1 t—1
Bt =0+ > =+ > di+h(Yd;) =
j=0 j=0 j=0

=z, + h(x; — x9) = x,, (mod m)
mistahes positiivse tdisarvu n korral, s.t. jada {z,} on perioodiline mooduli m jérgi.

Vastus: n = 2.

Tlmselt n = 2 rahuldab iilesande tingimust. Néitame, et rohkem selliseid arve n ei ole.
Olgu n suvaline iilesande tingimusi rahuldav arv, ning uurime tegurdust

n—1=mn*—n+1)n+1)n>*-1).

Arvul n? —n +1 = n(n — 1) + 1 leidub paaritu algtegur p. Et p on n® + 1 ja-
gaja, siis p ei ole n® — 1 tegur ning peab jérelikult olema n? — 1 jagaja. Seega arv
(n® +1) + (n? =1) = n*(n + 1) jagub p-ga.

Et p ei ole arvu n jagaja, siis peab ta olema n + 1 jagaja ning samuti arvu
(n* —1) — (n* —=n+1) = n—2 jagaja. Jirelikult on p arvude n+1 ja n —2 iihistegur,
mistottu p = 3 ning n2 —n+1 = 3", kus 7 on mingi positiivne tiisarv.
Ruutkolmlitkme n? — n + (1 — 3") diskriminant

1-4(1-3")=3(4-3""1~-1)

13



19.

20.

peab siis olema tiisarvu ruut. Et r > 2 korral arv 4-3""! — 1 ei jagu 3-ga, siis peab
olema r = 1. Niisiis n? —n—2=0 ja n=2.
r
Oletame vastuvaiteliselt, et arvud x = P ja y = — rahuldavad antud vorrandit, kus
S
p, ¢, r, s on positiivsed tiisarvud ning SUT (p,q) = 1, SUT (r,s) = 1. Siis

T S
PLlii 2oy,
qg s p T

ehk
(p* + ¢*)rs + (r* + 5*)pg = 3npgrs ,
kust niieme, et rs on (r* 4+ s?)pq jagaja. Et SUT (r,s) = 1, siis SUT (2 + s%,7s) = 1
ning rs on pq jagaja. Analoogiliselt saame néidata, et pg on rs jagaja, seega rs = pq
ning arvude p, ¢, r, s seas on 3-ga jaguvaid arve kas tépselt kaks voi mitte ithtegi. Niiiid
(P* + ¢*)rs + (r? + s*)rs = 3n(rs)?
ehk
PP+ + 1+ 52 =3nrs,

kuid 3nrs jagub 3-ga ning p® + ¢® + r> + s? annab 3-ga jagamisel jadgi 1 voi 2 —
vastuolu.

Vastus: ei.
Olgu d aritmeetilise jada a1, as, ... vahe, siis
1 1 1 1 1 1
Sp,=—+—4+...+ = — =
ai  as n+1 a1 a1 +d a1 +nd
1 (1 n 1 n n 1 )
“m\1 2 n+1/"’

kus m = max(ay,d). Seega n kasvades S,, kasvab piiramatult.
Teisalt aga mistahes naturaalarvu = # 1 jaoks kehtib vordus

Lo 2 1
x2 ox3 T I p(z—1)°

Seega iilesandes noutud omadusega aritmeetilise jada lilkmete poordarvude summa ei
saa olla suurem kui

1+1+1+ —1+(1 1+1 1+ )—2
1 1.2 2.3 77 1 2 2 3 ")
vastuolu.
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