Matemaatikaoliimpiaad “Balti tee ’95”

Visterasis, 12. novembril 1995
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Leia koik positiivsete tédisarvude kolmikud (x,y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

2® = 2(y +2)
2% =% + 20 +31(y% + 2?) .
Olgu a ja k sellised positiivsed tiisarvud, et arv (@ — 1)a(a + 1) jagub arvuga a® + k.
Toesta, et k > a.
2

Paarikaupa iihistegurita positiivsed téisarvud a,b, ¢ rahuldavad tingimust a®+b? = ¢2,
kusjuures a ja ¢ on paaritud arvud. Tdesta, et b+ ¢ on taisruut.

John on vanem kui Mary. Kui John vahetab oma vanuse (kahekohalise tdisarvu) numb-
rid, saab ta Mary vanuse. Johni ja Mary vanuste ruutude vahe on taisarvu ruut. Kui

vanad on Mary ja John?

Olgu a < b < ¢ positiivsed téaisarvud. Toesta, et mistahes 2¢ jérjestikuse positiivse
taisarvu seas leidub kolm erinevat arvu z,y, z nii, et arv zyz jagub arvuga abc.

Tdesta, et positiivsete arvude a, b, ¢, d korral

a+c b+d c+a d+b>
a+b b+c c+d d+a”

1
Tdesta, et sin® 18° 4 sin? 18° = 3

Reaalarvud a, b ja ¢ rahuldavad vorratusi |a| > |b+¢|, |b] = |c+al ja |c| = |a+b| .
Toesta, et a+b+c=0.

Toesta, et
1995 1994 . 1993 2 n 1 . 3 P 1995
2 3 4 1995 1996 999 1 1000 T 1996
Leia koik reaalarvuliste vaartustega funktsioonid f, mis on méédratud koéikide nullist

erinevate reaalarvuliste argumendi vaartuste korral ning rahuldavad tingimusi:

(a) f(1)=1,

® () =1
(¢) (x+y)f(x+vy)=zyf(z)f(y) mistahes z,y,x + y # 0 korral.

8=

1
) + f(—) mistahes x,y,z + y # 0 korral,
Y

Mitmel viisil saab hulga {1,2,...,1995} jaotada kolmeks mittetiihjaks hulgaks, millest
iikski ei sisalda kaht jarjestikust tédisarvu?
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Olgu 19 palli paigutatud suvalisel viisil 95 kasti. Edaspidi votame iihekorraga kuus palli
ja paneme need mingisse kuude kasti, igaiihte iithe palli. Kas seda protsessi sobiv arv
kordi korrates on alati voimalik jouda olukorrani, kus igaithes 95 kastist on {ihepalju
palle?

Kaks méngijat méngivad jirgmist méngu. Algseisus on laual teatud arv nuppe. Méngijad
teevad kiike kordamoodda. Kéik seisneb laualt x nupu dravotmises, kusjuures x on
suvaline positiivne taisruut. Méangija, kes ei saa teha kéiku, on kaotanud. Tdesta, et
leidub lopmata palju algseise, mille korral teine méngija v6ib voita alustaja mistahes
taktika korral.

Lopmatul kolmnurgalisel paberil on n kirpu. Algul asuvad kirbud erinevatel véikestel
kolmnurkadel mingi n? viikesest kolmnurgast koosneva vordkiilgse kolmnurga sees (joo-
nisel 1 on kujutatud iiks voimalik algseis n = 5 korral). Kord sekundis hiippab iga kirp
oma kolmnurgalt iihele selle kolmest niisugusest naabrist, mis on joonisel 1 naidatud
nooltega. Milliste positiivsete tédisarvude n jaoks leidub niisugune algseis, mille korral
koik n kirpu voivad 16pliku arvu hiipete jarel {ihel viikesel kolmnurgal kokku saada?

AVAVAVAVAV :

FAVAVAVAVAVA ‘s
AV VAVAVAN

Joonis 1 Joonis 2

Toesta, et (2n+ 1)-nurga tipud ja kiilgede keskpunktid on véimalik nummerdada téisar-
vudega 1,2, ...,4n + 2, kasutades iga arvu tépselt {iks kord, nii et iga kiilje juures asuva
kolme arvu summa on sama.

Olgu [ kolmnurga ABC tipu C juures asuva vilisnurga poolitaja. Sirgega [ paralleelne
ning kiilje AB keskpunkti O lidbiv sirge 16ikab sirget AC' punktis E. Leia |CE|, kui
|AC| =7 ja |CB| = 4.

Toesta, et leidub arv «, nii et mistahes kolmnurga ABC' korral kehtib vorratus
max(ha,hp,he) < a-min(ma, mp, me) ,

kus ha, hp, ho ning ma, mp, mo on vastavalt kolmnurga korguste ja mediaanide
pikkused. Leia arvu « vahim voimalik véértus.

Olgu M kolmnurga ABC kiilje AC keskpunkt ning H tipust B tommatud korguse
aluspunkt. Olgu P ja @ vastavalt punktide A ja C' ristprojektsioonid nurga B pooli-
tajale. Toesta, et punktid H, P, M ja ) asuvad iihel ringjoonel.
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Kosmonautide ettevalmistamisel kasutatakse jargmist seadeldist:

Ringjoon Cy raadiusega 2R veereb teise, lilkumatu ringjoone C; (raadiusega nR |,
kus n on kahest suurem téisarv) sees. Kosmonaut on kinnitatud kolmanda ringjoone Cs
(raadiusega R) kiilge, mis omakorda veereb ringjoone Cs sees nii, et ringjoonte Cy ja Cs
puutepunkt on igal ajahetkel maksimaalsel kaugusel ringjoonte C; ja Co puutepunktist
(vt. joonist 2).

Mitu pooret (maapinna suhtes) sooritab kosmonaut koos ringjoonega Cs selle aja jook-
sul, kui ringjoon Cy teeb iihe taisringi ringjoone C; sees?

Toesta, et kui kumera viisnurga koikide tippude molemad koordinaadid on téisarvud,

5
siis selle viisnurga pindala ei ole véiksem kui 3



Ulesannete lahendused

1. Vordusest 2% = 3% + 26 +31(y? + 2?) nieme, et = > y ja z > 2z, vorduse z° = 2(y + 2)
tottu aga peab x olema paarisarv. Saame vorratuse 4z > 2(y + z) = z?, mida ainsana
rahuldavad =z = 2 ja y = z = 1. Kontroll niitab, et (2,1,1) on tdepoolest antud

vorrandisiisteemi lahend.

2. Bt (a—1)ala+1) = a(a® — 1) = a(a® + k) — a(k + 1), siis peab arv a? + k olema arvu
a(k+1) > 0 jagaja, s.t. a(k+1) > a* +k > a®, kust k > a.

3. Et a® = —b* = (c—b)(b+c), siis juhul, kui b+ ¢ ei ole tiisruut, peab arvudel ¢ —b
ja b+ c ning seega ka arvudel 2¢ = (b+¢)+ (¢ —b) ja 2b = (b+c¢) — (¢ —b) olema iihest
suurem tiihine tegur n. Kuna a ja ¢ on paaritud arvud, siis b on paarisarv ning ¢ — b
ja b+ ¢ on paaritud arvud, mistéttu n on paaritu arv ja seega arvude b ja c iihine
tegur, mis on vastuolus iilesande tingimustega.

4. Olgu Johni ja Mary vanused vastavalt ab = 10a+b ja ba = 10b+a, kus 1 <b < a < 9.
Siis (10a+b)* — (10b+a)* =9-11-(a+b)(a—b) = k* mingi tdisarvu k korral, mistottu
(a+b)(a—b) = 11 m? mingi tiisarvu m korral. Et (a+b)(a—b) = a®*—b? < 9> —1% =80,
siis m < 2, s.t. (a+b)(a—b) =11 vdi (a+ b)(a —b) = 44. Esimesel juhul a +b =11
jaa—b=1,kust a =6 ja b = 5. Teisel juhul saame arvu 44 teguriteks lahutusest
44 = 2.2 .11 kolm erinevat voimalust, mis koik viivad vastuoluni. Seega on Johni ja
Mary vanused vastavalt 65 ja 56 aastat.

5. Kuna mistahes k jérjestikuse taisarvu seas leidub arv, mis jagub arvuga k, siis mistahes
¢ jarjestikuse positiivse tédisarvu n, ..., n 4+ ¢ — 1 seas leiduvad arvud =z, y, z, mis
jaguvad vastavalt arvudega a, b, c. Kui arvud x, y, z on koik erinevad, on noéutavad
arvud leitud. Kui x = y = z, siis asendame arvud z ja y vastavalt arvudega x + a ja
y + b (mis sisalduvad hulgas {n, ..., n + 2¢ — 1}). Kui mingid kaks arvudest z, y, z
on vordsed ja kolmas neist erinev, siis asendame iihe vérdsetest arvudest sobiva arvuga
hulgast {n+¢, ..., n+2c—1}.

6. Liidetavaid rithmitades saame

at+c b+d c+a d+b

a—|—b+ b—|—c+c+d+d—|—a_
_(a+co)at+bt+c+d)  (b+d)(a+b+c+d)
N (a+b)(c+d) (a+d)(b+c)

A:

Vorratusest 4zy < (z + y)? saame

(a+c)(a+b+c+d) 4
> — - =
(a+b)(c+d) >(atc)latbtetd (a+b+c+d)?
_ 4la+c)
a+bt+c+d

ning analoogiliselt



(b+d)(a+b+c+d) < 4(b+d)
(a+d)(b+c) T a+bte+d’

A(a+ )+ 4(b+ d)

Niisiis A > =4.
at+b+c+d
. Kasutades vordust sina + sin 8 = 2sin ot cos a ; b , saame:
sin® 18° + sin? 18° = sin? 18°(sin 18° + sin 90°) =
= sin? 18° - 2sin 54° cos 36° = 2sin? 18° cos? 36° =
2sin” 18° cos” 18° - cos? 36° _ sin?36°cos?36°  sin®72° 1
o cos2 18° o 2 cos2 18° "~ 8cos218° 8

. Tostes antud (mittenegatiivsete arvude vaheliste!) vorratuste pooled ruutu, saame
vorratused:

CL2

> (b+c¢)* =b* + 2 + 20bc,
> (c+a)? =% +a* + 2ca,
2

(a+b)* =a* + b +2ab ,

S
DN

2

o

mis kokku liites annavad
a? + 0%+ = 2(a® + 0% + %) + 2(ab + be + ca)
ehk (a4+b+¢)> <0.Seega a+b+c=0.

1996

1996 — k
. Antud vorduse vasakul pool on summa V = Z(—l)k_li, paremal pool aga
= E+1
998
summa P = Z 998 k . Teisendades saame:
1996 1996
1997
V= SR (o — 1) = 1997 | L
S (1 S
1996 1 1 1
- 1997-( )RS (—1)L (-1 1997—) -
kzl()k (=1) 1+() 1997
1996
= 1997 - Z + 1996

ning

998 998
9%k +1996 1997 1
P=Y ( _ ):1996—1997-§ o
_ k=1

998 + k 998 + k +998
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1 1
S iisab naidata, et )R- =)y TGepoolest
eega piisab niidata, e ;( ) k k 1998 depoolest,
192926(_1)16711 - 1996l ., % 1 1996l B 998 1
ko k 2%k k ko
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
- 1996 - 9098
P k — k+ 998

1
, siis saame mistahes z # 0 korral f(2z) = if(z) Vottes niiiid tingimuses (c)

T =y = z, saame QZf(QZ):ZQ(f( )) ehk zf(z) ( z) , s.t. zf(2) = 0 voi
zf(z) = 1. Esimesel juhul peaks olema f(z) = 0, kust f(1) = (2+(1—2)) f(24+(1-2)) =
1—2)f(2) f(1 — z) = 0, mis on vastuolus tingimusega (a). Seega zf(z) = 1, s.t.

1 1

f(z) = — iga z # 0 korral. Jadb iile kontrollida, et funktsioon f(z) = — rahuldab
z x

iillesande tingimusi (a)—(c).

Asudes arve 1, 2, ..., 1995 (antud jarjekorras) jaotama kolme alamhulga A, B, C vahel
ndeme, et arvu 1 paigutamiseks on 3 vGimalust ning iga jirgneva arvu paigutamiseks
(arvestades juba tehtud valikuid ja seda, et iikski alamhulk ei sisaldaks kaht jérjestikust
arvu) on 2 voimalust. Kokku saame seega arvud alamhulkadesse jaotada 3 - 21991 yijsil.
Neist 6 juhul on iiks saadav alamhulk tiihi, mis on vastuolus iilesande tingimustega.
Kuna me jaotusi, mis on iiksteisest saadavad alamhulkade nimede vahetamise teel, ei loe

erinevateks, siis annab eespool kirjeldatud protseduur iga tilesande tingimustele vastava

1994 _ g
jaotuse kuuel korral ning selliste jaotuste koguarv on jarelikult = 21998 _ 1,

Et 95 =16-6—1, siis saame 16 -6 palli kastidesse paigutada nii, et iihte kasti lisandub
kaks palli ja igaiihte iilejddnud kastidest iiks pall. Seetottu on palle voimalik lisada nii,
et 1opliku arvu sammude jérel saab pallide arv koikides kastides vordseks.

Oletame vastuviiteliselt, et teisel mingijal on voiduvoimalus (soltumata alustaja
méngust) ainult 1opliku arvu algseisude korral. Siis leidub selline naturaalarv N,
et kui laual on rohkem kui N nuppu, siis on alustajal alati véimalus voita. Kuid
N2+ N+1< (N + 1)2, seega N2 + N + 1 nupu korral saab alustaja esimesel kiiigul
dra votta ilimalt N? nuppu, mistottu teise mingija avakiigul olles on laual vihemalt
N +1 nuppu ning eelduse kohaselt saab teine méngija voita sdéltumata alustaja edasisest
méngust — vastuolu.

Tédhistame kolmnurgad nii, nagu nédidatud joonisel 3, siis saab kirp mistahes kolmnurgalt
A1 hiipata ainult kolmnurgale A2, kolmnurgalt A2 ainult kolmnurgale A1, kolmnurgalt
B1 kolmnurgale B2, jne. Seega vdivad kirbud iihel viikesel kolmnurgal kokku saada ai-
nult juhul, kui nad algul on kéik iihe ja sama téhistusega kolmnurkadel. Teiselt poolt
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voivad kirbud selle tingimuse tdidetuse korral toepoolest kokku saada mistahes sellise
tihistusega viiikesel kolmnurgal (selleks piisab tdhele panna, et kirp saab liikuda igalt
kolmnurgalt suvalisele sama tahistusega kolmnurgale ning varem kohalejéudnud kirbud
saavad {ilejddnuid edasi-tagasi hiipates “oodata”). Seega tuleb kontrollida, milliste n
viidrtuste korral sisaldab n? viikesest kolmnurgast koosnev vordkiilgne kolmnurk vihe-
malt n iihe ja sama tdhistusega viikest kolmnurka. See on ilmselt nii mistahes n > 8
korral (sest erinevaid kolmnurkade liike on 8); vahetu kontroll n = 1, 2, ..., 7 korral
néitab, et ainsad arvud, mille korral néutavaid kolmnurki ei leidu, on n =2 ja n =4.

WWWN

B2 2 B2 2\/B2

Cl AIN/CIN\/AI\/CI\/A1
MX%WWW
N A A

Joonis 3 Joonis 4

Nummerdame (2n+ 1)-nurga kiilgede keskpunktid jérjekorras arvudega 1, 2, ..., 2n+1
ning tipud (samas suunas liikudes ja alustades arvudega 1 ja 2 tihistatud kiilgede
ithisest tipust) dle tihe arvudega 4n+2, dn+1, ..., 2n+2. (Joonisel 4 on néidatud sellise
nummerdamise tulemus n = 3 korral.) Siis numbriga 1 kiilje otspunktid on numbritega
dn+2—n=3n+2 ja 4n 4+ 2, numbriga 2 kiilje otspunktid on numbritega 4n + 2
ja 3n 4+ 1, numbriga 3 kiilje otspunktid on numbritega 3n + 1 ja 4n + 1, jne. Néeme,
et kiilje numbri suurenedes 1 vorra selle ithe otspunkti number viheneb 1 vorra, teise
otspunkti number aga ei muutu — seega on iga kiilje juures oleva kolme arvu summa
vordne arvuga (4n +2) +1+ (3n+2) =7Tn+5.

Paneme tihele, et punkt E asub kolmnurga kiiljel AC (mitte selle pikendusel), kuna
|BC| < |AC|. Olgu F punkti B lidbiva ja sirgega [ paralleelse sirge " 1dikepunkt
kiiljega AC' (vt. joonist 5), siis |AE| = |EF|. Olgu tipu C juures asuva viilisnurga
suurus 2«, siis ZCFB = a ja /CBF = «, s.t. kolmnurk BCF on vordhaarne ja
|CA+|CF| |CA+|BC|

|CF| =|BC|. Niiiid |CE| = 5 = 5 =5,5.
D D
B
F B=F
A /E/F C A ) cC A E C
Joonis 5 Joonis 6 Joonis 7

Olgu h = max (ha,hp,hc) ja m = min (ma,mp, me). Kui kolmnurga ABC' pikim
korgus ja lithim mediaan on tdmmatud iihest ja samast tipust, siis ilmselt h < m. Olgu
niiiid pikim kdrgus AD ja lithim mediaan BFE, s.t. |AD| = h ja |BE| = m. Olgu F
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h
selline punkt sirgel BC, et EF || AD (vt. joonist 6), siis m = |[EB| > |EF| = 5 s.t.

h < 2m. Juht h = 2m on kujutatud joonisel 7. Seega on arvu « minimaalne véértus 2.

Kui |[AB| = |AC|,siis H=M = P = Q. Kui |AB| # |AC|, siis asuvad punktid H ja M
nurga /B poolitajast erineval pool ning punktid H ja @ asuvad sirgest PM samal pool.
Sirged BA ja CQ ei ole paralleelsed, kusjuures nende 16ikepunkt K asetseb 16igu BA
pikendusel iile punkti A ning 16igu CQ pikendusel iile punkti @ (vt. joonist 8, vastasel
juhul peaks olema /B > 180°). Et kolmnurga K BC nurgapoolitaja BQ on iihtlasi
selle kolmnurga korguseks, siis |[KQ| = |QC|. Et ka |[AM| = |MC|, siis QM || KA,
mistdttu LMQP = /PBA. Teiselt poolt on punktid A, B, P ja H iihel ringjoonel
(sest /BPA = /BHA = 90°), mistottu /ZPHM = 180° — /PHA = /PBA. Seega
/MQ@QP = /MHP ning punktid P, M, @ ja H asuvad iihel ringjoonel.

Joonis 8 Joonis 9

Vaatleme koigepealt olukorda, kus ringjoon Cs veereb ringjoone C; iimbermddduga
2nmR vordse teepikkuse modda sirgjoont (kusjuures ringjoonte Co ja C3 puutepunkt
on kogu aeg maksimaalsel kaugusel ringjoone Co puutepunktist selle sirgjoonega). Siis
ringjoone Cq iga poolpdorde jooksul sooritab kosmonaut koos ringjoonega Cs iihe téis-
poorde samas suunas (vt. joonist 9). Et ringjoon Cs teeb oma litkumise jooksul kokku n
poolpdoret, siis sooritab kosmonaut sel juhul kokku n tédispooret. Lopuks paneme téhe-
le, et ringjoone Co tegelik liikumistee sooritab iihe téispoorde vastassuunas ringjoonte
Cy ja C3 poorlemise suunale, seega sooritab kosmonaut koos ringjoonega Cs tegelikult
n — 1 téispooret.

Viisnurga mistahes tipu koordinaatide paarsuste jaoks on neli erinevat véimalust, seega
leiduvad kaks viisnurga tippu A ja B, mille vastavad koordinaadid on iihe ja sama
paarsusega. Nende tippude vahelise 16igu keskpunkt M on téisarvuliste koordinaatidega.
Vaatleme kaht vGimalust:

(a) kui tipud A ja B ei ole viisnurga naabertipud, siis viisnurga kumeruse tottu paik-
neb punkt M selle sees. Uhendades selle punkti viisnurga koikide tippudega, saame

1
viis kolmnurka, millest igaiihe pindala ei ole véiksem kui 3 (kuna selle kaik tipud on

téisarvuliste koordinaatidega) ja mille pindalade summa on vordne viisnurga pindalaga.

(b) kui tipud A ja B on viisnurga ABCDE naabertipud, siis paikneb punkt M viis-
nurga kiiljel AB ning viisnurk AMCDE rahuldab iilesande tingimusi ja on viiksema
pindalaga kui viisnurk ABCDE'. Seega peab mistahes minimaalse pindalaga viisnur-
ga ABCDE korral realiseeruma juht (a).



